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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit zeigt eine Mglichkeit, eine euklidische Geometrie durch
zwei relationale Gruppierungen zu definieren, die Richtungen und Abstnde
der Geometrie beschreiben.

Der kleine Satz von Desargues, ein Schlieungssatz fr die Parallelogramme
des Richtungsrelativs, wird als Axiom hinzugenommen.

Dieser Satz struktuiert bekanntlich eine affine Geometrie soweit, da auf
algebraischer Seite eine Gruppe konstruiert werden kann.

Ein weiteres, sehr hnlich strukturiertes Axiom ber die Trapeze des Ab-
standsrelativs wird hinzugenommen (siche ?7).

Schlielich kommen ein Schlieungssatz ber Geraden und Trapeze (?7) und
ein Schlieungssatz ber Parallelogramme und Trapeze (?7?) hinzu.

Die so aufgebaute Axiomatik ist strukturell etwas hnlich zum Aufbau
eines Krpers aus zwei Gruppen plus den beide Gruppen verknpfenden Dis-
tributivgesetzen.

Im Kapitel 7?7 werden zunchst einige Definitionen und Stze aufgelistet,
die ich im Verlauf der Arbeit brauche. Diese Stze stammen hauptschlich aus
(7] [?] und [?].

In den Kapiteln 7?7 und ?? werden dann, ausgehend von einem Vektor-
raum mit euklidischer Norm, die Stze und Verhltnisse bewiesen, die spter die
Grundlage meiner Axiomatik bilden werden.

Kapitel 77 stellt die Axiome des euklidischen Relativs vor. Dieses Kapitel
ist der zentrale Punkt der Arbeit.

Die Axiomatik ist so angelegt, da sie nicht die inseparablen Ebenen der
Ordnung 2 erfasst. (Diese Ebenen erfllen nicht das Axiom ?7, da Parallelo-
gramme und Trapeze bei ihnen zusammenfallen.)

Es knnte im Bereich des Mglichen liegen, die Axiomatik entsprechend
zu variieren. Dazu drften allerdings radikale nderungen im spteren Gang
der Dinge notwendig sein - Geradenspiegelungen, so wie sie in dieser Arbeit
definiert werden, entsprechen in diesem Fall der Identitt!

Sobald die Axiomatik feststeht, mu gezeigt werden, da diese neugewon-
nenen euklidischen Relative und die euklidischen Geometrien (inseparable
Ebenen ausgenommen) tatschlich gleichwertig sind.

Des weiteren sollten wichtige Begriffe der euklidischen Geometrie - Spie-
gelungen, Drehungen, Winkel - auch fr das neue Begriffssystem verfgbar sein.

Dazu wird in Kapitel ?? zunchst die Trapezspiegelung eingefhrt (deren
Konstruktion sich aus der Definition der Trapeze ergibt).

Wie der kleine Sattz von Desargues die Translationen, so strukturiert das
Axiom 7?7 die Wirkung der Trapezspiegelungen.



Zur Trapezspiegelung kommt die - geometrisch blichere - Geradenspiege-
lung hinzu. Thre Konstruktion ist mit den Mitteln der gegebenen Axiomatik
etwas komplizierter als die der Trapezspiegelung.

Eine Drehung wird definiert als das Hintereinanderausfhren zweier Spie-
gelungen.

Im weiteren Verlauf der Arbeit habe ich mich oft an [?] orientiert, um die
ntigen geometrischen Begriffe zu gewinnen. Definitionen, Stze und teilweise
auch Beweisideen wurden bernommen und der neuen Axiomatik angepasst
(Dreispiegelungssatz, Kreiswinkelsatz).

Im Kapitel 7?7 werden die Winkelrelationen mit Hilfe der Drehungen ein-
gefhrt. (in [?] werden Winkel analog eingefhrt.)

Hat man den Winkelbegriff, so kann man - allerdings nur auf einer Ebene
- Winkelbewegungen einfhren, die Geraden in Geraden und gleiche Winkel
in gleiche Winkel berfhren. Diese Winkelbewegungen werden in Kapitel 77?7
eingefhrt. Mit ihrer Hilfe sollen aus euklidischen Relativen euklidische Geo-
metrien konstruiert werden.

Eine geeignete Kombination zweier Winkelbewegungen fhrt auf die Dila-
tationen und mit Hilfe der Dilatationen der affinen Geometrie Isst sich ein
Vektorraum konstruieren.

Nun mu noch eine Norm auf diesem Vektorraum konstruiert werden.

Dazu werden quadratische Dilatationen als Hintereinanderausthrung zwei-
er spezieller Winkelbewegungen definiert.

Als ich beweisen wollte, da die so gewonnene Dilatationsnorm tatschlich
eine quadratische Norm ist, stie ich allerdings auf eine groe Schwierigkeit:

Solange ich in einer Ebene blieb, war der Beweis einfach zu fhren, auer-
halb der Ebene aber konnten die Winkelbewegungen nicht mehr konstruiert
werden.

Der Artikel [?] kam mir zu Hilfe: Hier wird eine quadratische Norm defi-
niert, die auch im Raum beherrschbar ist.

Ich bewies, da die dort gegegebene Norm und die von mir konstruierte
Norm tatschlich gleich waren und passte dann den Inhalt des Artikels meiner
Axiomatik an. So entstand das Kapitel 77.

Damit beschreibt das Axiomensystem des euklidischen Relativs tatschlich
die euklidischen Geometrien. (Ausgenommen einige Flle der Charakeristik 2,
in denen Parallelogrammschlu und Trapezschlu gleich sind und die daher mit
anderen Mitteln untersucht werden mten.)

Es ist also mglich, Richtungen und Abstnde einer Geometrie als eng ver-
wandte Begriffe zu betrachten, hnlich wie additive und multiplikative Gruppe
eines Krpers eng verwandte Begriffe sind.



2 Grundlagen

Im folgenden sind einige Definitionen und Stze zusammengestellt, die im
Verlauf der Arbeit gebraucht werden.

2_1 Relationale Gruppierungen und affine Relative

Def. 2.1 (P, R) heie eine relationale Gruppierung, wenn gilt:

I. P={A,B,C,...} ist eine Menge, deren Elemente Punkte heien sol-
len.

II. R ={a,b,c,...} ist eine Menge nichtleerer, symmetrischer zweistel-
liger Relationen auf P. Fr die Gleichheitsrelation o gilt o € R.

1
Il AV AbC

A,CEP bER
Man schreibt dann b =: AC.

Iv. N\ ABCACoCB
A,B,CEP

FE's bezeichne
R_, :=R\{o}

die Menge aller Relationen auer der Gleichheitsrelation.

Def. 2.2 FEine relationale Gruppierung (P, R), die zustzlich die Bedingung

/\ aoa CalUo
a€ER

erfllt, heie ein affines Relativ.

Satz 2.3 Zu jedem affinen Relativ (P, R) kann eine affine Geometrie (P,G, €
,|) folgendermaen gebildet werden.:

Es bezeichne fr alle Punkte A € P und alle Relationen b € R_,

Ab= AbU{A)



die Gerade durch den Punkt A in Richtung b. Dann ist
g
G:={Ab|AcPbecR_,}
die Menge der Geraden und
g g
Ab||Cd:= c=d
definiert die Parallelitt.

Satz 2.4 Zu jeder affinen Geometrie (P,G,€,||) kann ein affines Relativ
(P,R) gebildet werden, indem man setzt:

/\ CABD :x C%D/\QAB ||gCD
A£B

und
R:={AB| A# BeP}U{o}

Satz 2.5 Die beiden Verfahren aus Satz 7?7 und Satz 7?7 kehren einander
um.

Fine affine Geometrie ist genau dann nicht trivial (||G|| > 1), wenn im zu-
gehrigen affinen Relativ |R|| > 2 gilt.

Wir nennen dann das affine Relativ nicht trivial.

2_1II Parallelogramme und der kleine Satz von Desar-
gues

Def. 2.6 (P,R) sei eine relationale Gruppierung. Dann heit das Punktequa-
drupel (A, B,C, D) € P* ein Parallelogramm, falls gilt:

AB=CDANBC =AD

Def. 2.7 Es sei (P, R) eine relationale Gruppierung. Eine Abbildung

. p3 — P
77\ (A,B,C) — (A B,C)o

heie eine Parallelogrammabbildung und
I, :={(A,B,C,(A,B,C)o) | A,B,C € P}

die Menge der o-Parallelogramme, wenn gilt:
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I. Alle Quadrupel aus 11, sind Parallelogramme.

1. A (A, A B,B)eTl,
A,BEP

T1T. A (AB,C,D)ell, ~ (C,B,A,D)ell,
A,B,C,DEP

IV. N\ (A B,C,D)ell, - (B,C,D,A) €1l,
A,B,C,DeP

Satz 2.8 Ist (P, R) ein nicht triviales affines Relativ, in dessen zugehriger
Geometrie der kleine Satz von Desarques gilt, so kann man eine Parallelo-
grammabbildung < folgendermaen definieren:

o P? — P
|l (A4,B,C) — (A, B,C)O
mit

(A, B,C)0 =AABN BBC

fr AB # BC.
Gilt AB = BC, so whle C' €A zgélB und setze

(A, B,0)0 = (C, (B, A,C")0,C")O

Die &-Parallelogramme werden im folgenden als desarquesche Parallelogram-
me bezeichnet.

Def. 2.9 Es ses (73,7%) ein affines Relativ, in dem der kleine Satz von De-
sarques gilt.

Dann ist (P, R) mit
CABD:x= (A,B,C)0> =DV (A B, D)o =C
R:={AB| A, B e P}

eine relationale Gruppierung.

(P,R) heie das zu (73,77"2) gehrige Translationsrelativ.
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Def. 2.10 Man sagt, eine relationale Gruppierung (P, R) erflle den kleinen
Satz von Desargues, wenn es eine Parallelogrammabbildung o gibt, fr die gilt:
Froalle Al, AQ, Ag, Bl, Bg, B3 epP gllt

(AlthBQvAQ)a (AQaB2aB37A3) S Ho‘ > (AlaBlyB3aA3) S Ho‘

Satz 2.11 FEs sei (P, R) eine relationale Gruppierung, fr die der kleine Satz
von Desargues gilt.

Dann kann man zu zwei Punkten A, B € P eine Translation Tap folgender-
maen definieren:

S P — P
ABTN X — 1 (X) = (B, A, X)o

Es sei die Menge der Translationen
©:={rup | A, B € P}

Dann gilt fr alle T € ©
AB = 1(A)T(B)

(0, 0) ist eine abelsche Gruppe mit v als neutralem Element.

Die Translationen operieren scharf einfach transitiv auf P.

Zu einer relationalen Gruppierung (P, R), in der der kleine Satz von Desar-
gues gilt, kann man eine Gruppe (P, +) folgendermaen konstruieren:

Satz 2.12 FEs sei eine relationalen Gruppierung (P, R) gegeben, in der der
kleine Satz von Desargues gilt.

Whie einen Punkt O € P beliebig,aber fest.
Mit der Operation + mit

A+ B = TOA (B) = (A, O,B)<>

ist dann (P,4+) eine abelsche Gruppe.

So wie der kleine Satz von Desargues desarguesche Gruppenpartionen auf
affinen Relativen induziert, so induziert er schwach desarguesche Gruppen-
partitionen auf relationalen Gruppierungen.(siche [?])
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2 1III Dilatationen

Def. 2.13 Fine Bijektion § auf der Punktmenge P eines affinen Relatives
(P,R) heie eine Dilatation, wenn gilt:

A 6(AB) = 5(A)8(B) = AB

Satz 2.14 Es gibt zu einem Fizpunkt F und zwei Punkten A, B hchstens
eine Dilatation 6 mit 6(F) = F und §(A) = B.

Def. 2.15 Bildet man zu einer relationalen Gruppierung (P, R) das folgende
3
dreistellige Relativ R.:

R:={ABC | A,B,C € P}

(D,E,F)e ABC : =% DE=ABADF = AC AN EF = BC
so sagt man, auf (P, R) gilt die dreistufige Homogenitt, wenn gilt:

AB C ACD ¢ CDB

Dabei bezeichne ¢ das innere Produkt der dreistelligen Relationen, das heit:

(E,F) € ACD ¢ CDB

=< \/ (BE,X,Y)e ACD A (X,Y,F) € CDB
X,YeP

Satz 2.16 In einer zu einem affinen Relativ (P, R) gehrigen Geometrie gilt
der groe affine Satz von Desargues genau dann, wenn (P, R) die dreistufige
Homogenitt erfllt.

Satz 2.17 Ein affines Relativ erfllt die dreistufige Homogenitt genau dann,
wenn gibt es zu jedem Punkt F und allen Punkten A, B # F genau eine
Dilatation 6 mit 6(F) = F und §(A) = B gibt.

In diesem Fall kann man zu (P, 7%) einen Vektorraum (P, Kp) folgendermaen
konstruieren:
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Satz 2.18 FEs sei ein nicht triviales affines Relativ (P, R) gegeben, in dem
die dreistufige Homogenittsregel gilt.

Whie zunchst einen Punkt O € P beliebig, aber fest.

Dann kann eine Gruppe (P,+) nach Satz 77 gebildet werden.

Kp sei die Menge der Dilatationen mit Fizpunkt O sowie die Nullabbildung.
Mit den Verknpfungen

A A (a4 B)(A) = Top4) ((A))

und

N a-B=aocp

C!,,BEICD

ist dann (Kp,+,-) ein Krper und (P,Kp) ein mindestens zweidimensionaler
Vektorraum.

Satz 2.19 Zu jedem mindestens zweidimensionalen Vektorraum (V, K) kann
mat

P=V

R:={AB| A B € P}

CABD:< \/ k(C-D)=A-B
kek\{0}

ein nicht triviales affines Relativ gebildet werden, das die dreistufige Homo-
genittsregel erfilt.

Satz 2.20 Die Verfahren aus Satz 7?7 und Satz 7?7 kehren einander um.

Die Dilatationen auf (P,R) sind genau dann kommutativ, wenn der zugeh-
rige Vektorraum kommutativ ist.
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2_1V Algebraische Definition euklidischer Geometri-
en

Def. 2.21 FEs sei V ein Vektorraum ber einem Krper K. Eine Abbildung

||H::{V — K
X — HXH

die die folgenden Zusatzbedingungen erflit:

I.
A A IX + kY|
X,YeV kel
= | X[ +&- Y[ +k-(IX+Y| = [X] = Y]]
II.
A IX+Y +Z|
X,Y,ZeV
= [X+Y[|+[X+Z|+ Y +Z|| - |X]| =Y - [Z]
III. N A =0= A=0
AeV

heie eine euklidische Norm auf dem Vektorraum V.

WV, |||) heie eine euklidische Geometrie.
Satz 2.22 Es qilt fr jede euklidische Norm

A I=All = [1A]

Aey

Def. 2.23 Zwei euklidische Geometrien (Vi, Ky, |||l;) und (Va, Ko, ||||,) heien
isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung oy von Vi nach Vo und eine
bijektive Abbildung ox von Iy nach Ks gibt, so das gilt:

I. /\ Uv(X+Y) :Jv<X)+Uv(Y>

12



IL. A A ov(aX) = ox(a)ov(X)

XeV: aeky

III. Es gibt ein festes | € K3\{0},s0 da gilt:

N ox(IX1y) = Loy (Xl
Xew:

13



3 Richtungrelativ und Abstandsrelativ

Zu jeder euklidischen Geometrie (V,KC,||||) kann ein affines Relativ (P,f%)
nach Satz 77 gebildet werden.

Mit Hilfe dieses affinen Relatives lassen sich die Richtungen in der eukli-
dischen Geometrie (V, K, ||||) beschreiben.

Im folgenden wird das affine Relativ (7377%), das zu einer euklidischen
Geometrie gehrt, Richtungsrelativ genannt.

hnlich lassen sich nun auch die Abstnde der Geometrie durch Relationen
erfassen:

Def. 3.1 Es sei (V,K,||||) eine euklidische Geometrie.

Dann lt sich eine Menge 7(12 von Abstandsrelationen folgendermaen definieren:
R:={AB| A, B € P}
mat
C AB D:= |C—D| =]|A-B|
Auf diese Weise kann bei einer euklidischen Geometrie zustzlich zu dem

affinen Relativ (P, 7%) nun ein weiteres Relativ (P, 7%) untersucht werden.
Folgendes 1t sich schnell feststellen:

Lemma 3.2 FEs sei (73,7%) das zu einer euklidischen Geometrie (V,IC,||||)
nach 7?7 gebildete Abstandsrelativ.

Dann gilt:

L. (77,7%) enthlt die Gleichheitsrelation.

I1. Alle Relationen in 7a€ sind symmetrisch.

T11. A\ A AB B
A,BEP

Iv. A C AB D =AB=CD
A,B,C,DEP
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Beweis zu 77:
Zu 77
Sei A € P beliebig vorgegeben. Dann gilt fr beliebige C, D € P:
CAAD = |C-D|=|A-A|
= l¢-D=0
= C—-—D=0
= C=D

Damit enthlt 7a€ die Gleichheitsrelation.
Zu ?77:
Es gilt fr beliebige A, B,C, D € P:

CABD x ||C—D|=]|A-B|
= [[D-Cl=[A-B| 7?7
=< D AB C

Damit sind die Relationen von 7a€ symmetrisch.
7?7 gilt, da gilt:

JA-B|=|A-B|| = AABB

Zu ??:
Es seien Punkte A, B,C, D € P mit C AB D gegeben. Dann gilt

IC—DJ =[A- B
Es seien nun Punkte £, F' € P beliebig gegeben. Dann gilt:
EABF = |E—F|=|A-B|

= |[E—F| =[c-D]

=~ ECDF

Damit gilt: CD=AB
O
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Damit erfllt (P, 7(13) alle Eigenschaften einer relationalen Gruppierung bis
auf die Homogenittsregel.

Im Verlauf des nchsten Kapitels werden wir sehen, da die Homogenitts-
regel auf (P, 7%) ebenfalls gilt.

Dazu betrachten wir zunchst zwei fr die Arbeit mit Richtung und Abstand
interessante geometrische Figuren - Parallelogramme und Trapeze.
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4 Parallelogramme und Trapeze

Im folgenden sei stets eine euklidische Geometrie (V, K, ||||) gegeben.

(P, 7%) bezeichne das zugehrige Richtungsrelativ und (P, 7%) das zugehrige
Abstandsrelativ, so wie sie in Kapitel 77 definiert sind.

Die Parallelogramme auf (P, 7T2) (siehe Definition ?7) werden im folgenden
Richtungsparallelogramme genannt.

Die Parallelogramme auf (P, 7(12) heien Abstandsparallelogramme.

4 T Grundlagen

Def. 4.1 FEine Abbildung

o P? — P
|l (A4,B,C) — (A,B,C)C
sei gegeben mat:
(A,B,C)C:=A—-B+C

FEin Punktequadrupel (A, B,C, D) heie ein Parallelogramm der euklidischen
Geometrie genau dann, wenn D = (A, B,C)<$ gilt.

Satz 4.2 Ist (A, B,C, D) ein Parallelogramm der euklidischen Geometrie,
so ist (A, B,C, D) ein Richtungsparallelogramm und ein Abstandsparallelo-
gramm.

Beweis zu ?7: Es sei ein Parallelogramm (A, B, C, D) vorgegeben. Dann gilt

D=A-B+C
. D-C=A-B
. AB=CD

und

D=A-B+C
. D—A=C-B
< AD=BC
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Weiter gilt

AB=CD = ||A-B|=|C-D|

Es ist
|IC =Dl = |C-(A=-B+C)
= |C—-A+B-C|
= |-A+ B
= ||A- B nach Satz 7?7

Ebenso gilt

BCO=AD = |B-C| =|lA-D|

und

[A=D| = |[A-(A-B+C)|
— 1B~

O

Alle Richtungsparallelogramme sind entweder Parallelogramme der eukli-
dischen Geometrie oder Punktequadrupel, die auf einer Geraden liegen.

Es stellt sich die Frage, welche Abstandsparallelogramme es auer den
Parallelogrammen noch gibt.

Def. 4.3 FEine Abbildung

e P3 — P
1 (A,B,C) — (A B,C)
sei gegeben mit:

(ABC)N.:{ B+%-(A—C) frA 4 C
? 9 . B

fr A=C

FEin Punktequadrupel (A, B,C, D) heie ein Trapez genau dann, wenn D =
(A, B,C) > gilt.
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Satz 4.4 Jedes Trapez ist ein Abstandsparallelogramm.

Beweis zu ??7: Es sei (A, B,C, D) ein Trapez.
Angenommen, es gilt A = C. Dann gilt:

AB=CD x= AB=CB
« AB—AB

und
BC=AD x= BC=AB
« BA—AB

Damit ist (A, B,C, D) im Falle A = C' ein Abstandsparallelogramm.
Es sei nun A # C' angenommen. Dann gilt:

¢~ D)
A Bl - |B~c]
pu— — B .A—
o (ar = Pize -0
A B - |B-c]
A=l
A-B|—|B-C|\
= e-m+ (PR
A~ B - B~

- e-n- it

(A= Bl - [l€ = Bl - [|A=C1)

A=c]
(IA— Bl — |B - C|)y?
_ C—B|+
Ic - B] A=12
(A= Bl —|B=Cl)* |A—B|—|B-C
_ A~
A=C] A= I4=cl
— |C=B|+|A-B|-|B-C|
~ Ja-B|

Damit gilt AB=CD.
Weiter gilt

1A= D]
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|A=B|—[B-C| )H
- A—(B- (O — A)
p- (-
(A= B[ - B -Cl)?
- A-B| +
| I A=

|A-B| B -C|

(1€ = BJl = [|A = B[ - [[A =)

[A=Cl
= J4A-BI-(lA-BI-|B-Cl)
= IB-¢]

Damit gilt BaC:AaD.
Damit ist (A, B,C, D) auch im Falle A # C ein Abstandsparallelogramm.
O

4 II Homogenitt des Abstandsrelativs

Fr die Trapeze gilt nun folgender Schlieungssatz, der dem kleinen Satz von
Desargues sehr hnlich ist:

Satz 4.5 Es seien Punkte A1, By,CY, € P sowie Ay, By, Cy € P mit
A1 = Bil| # || B — Aq|
vorgegeben.

Weiter seien (A1, By, Ag, Bs) und (By,C1, Ba, Cs) Trapeze.
Dann ist auch (A, Ch, Az, Cs) ein Trapez.

Beweis zu ??: Da ||A; — By|| # ||B1 — Az|| gilt, mu A; # Ay gelten.
Damit gilt

BQ - (Al)BlaAQ) >
| A1 — Byl — || By — A
| A1 — Ap|

B + (A1 — Ay)

Weiter gilt B; # Bs,da sonst ebenfalls

A1 = Bi|| = [[A2 — By
= [|[Ay — By
= |[|B1 — Ay

20



gelten mte.
Damit gilt

Cy = (B1,C1,By) <

B, - Cy|| - ||Cy — B
B, =Gl = 1C =Bl

C +
' | B1 — Baf|

Es soll gezeigt werden:

Cy = (4,01, A9)

A =G| —|ICh — A
A4 =Gl =G = Aol

|+
! A1 — As|
Es ist
Cy,—C;
| By — Ci]| — [|C1 — By
- (By— B
1B, ~ Bl (B1 = B)

[B1 = Cil| = |C1 = Ba|| [[Br — Asf| — [[A1 — By

| B1 — Ba|

Damit mu noch gezeigt werden:
|41 — il — [|Cy — Ay
[ A1 — As]

[B1 — Cif| = |C1 = Bs||  [|B1 = Aaf| — || A1 — Bi|

A1 — As|

| B1 — Ba|

Das ist gleichbedeutend mit:
[ A1 = Ci| = [[C1 = Aq

A1 — Ag|

(A1 — Ag)

B, -Gy - ||C; - B
1B, = =N Ball g, — gl - 141 = Bl

- 1B — Ba|
Nun gilt

| B1 — Bs|

A1 — Ag|
(141 — Bi|| — || By — Asl|)”
A1 — Ag|

H [ A1 = Bif| — [[BL — Aaf| (A; — Ay)



Damit mu gezeigt werden
[ A1 = Ci| = [[C1 — As

(|1B1 — Ch]| = [|Ch = Ba|) - || A1 — As|
(||1B1 = Az|| = || A1 — By1]])

Es ist
1C1 — By
| A1 — Byl — || By — Ay
_ _B - (A — A
e T e
([[Ay = Bif| — || By — Az ]])?
= C, — Byl +
|| 1 1H “Al _A2||

| A1 — Byl — || By — A
A1 — As|
([[C1 = By + Ay — As|| = [|Cy — By|| — [|A; — Aq]])

Damit bleibt zu zeigen

A1 = Cif| = |C1 — Aq]
A1 — Bi|| = [|B1 — Aq]
|B1 — Az|| — [|[ A1 — By
(IC1 = Bi + A1 — Asf| = [|Cy = By — [|[ A1 — A2))
— ([[A1 = Bi|| = [|B1 — Aq))?)
= |Cy = Bi|l + |41 — Aol = [|C1 — By + Ay — Ay|
+ [[A1 = Bif| = [[ By — Aq|

Nun gilt

|A1 — Bi|
= |A1 — Ao + Ay — C1 + C) — By
= A1 = Cif| + |41 — A2 + C1 = Bi|| + [[A2 — Ba|
— |41 = As|| = |42 = 1| = [|C1 = B4

Damit gilt
A1 — Cif| — || A2 — C4|
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= [[A = Bif| = [[A1 — A2 + C1 = Bif| — [|[A2 — B4
+||A; — Ao + ||Cy — By

Damit bleibt zu zeigen
[A2 = Bi| = [| A1 — B

Diese Gleichung gilt, da (A, By, Ay, Bs) ein Abstandsparallelogramm ist.
Damit ist die Behauptung bewiesen.
O

Def. 4.6 Es seien zwei Punkte A # B € P gegeben. Dann heie die Abbildung

)P — P
SABTT X s sup(X) = (A, X, B)

die Trapezspiegelung an den Punkten A, B.

Bem. 4.6* FEs seien zwei Punkte A # B € P beliebig vorgegeben. Dann gilt
L sap(A) =B
I1. sap(X) =Y =sap(Y)=X
II1. Gilt fr einen Punkt X € P A?XzXaB, so gilt
sap (X) =X

Beweis zu 77:
Zu ?77:

sap(A) = (A A, B)>
|A— Al - ||[A - B

Av g (A= B)
— A—(A-B)
- B
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Zu ?77:

SAB(X) =Y > Y:(A,X,B)N
A-X| - |X - B]

|
- Y =X+
|A - B

-(A-B)

Da (A, X, B,Y) ein Abstandsparallelogramm ist, gilt
AX=BY
= [A-X||=[B-Y]|

und entsprechend
XB=Y A
= | X =Bl =Y — Al

Damit gilt
1B Y[ —I[Y — Al
Y =X+ -(A—B)
1A - Bl
|A=Y| - [Y - B
- Y+ (A-B)=X
A= B]

- (A,Y,B) = X
= SAB (Y) =X

Zu ?77: Gilt AX=XB, so gilt ||[A — X| = | X — B|| und damit:

SAB(X)
= (A X,B)
JA=X|| - |x - B
X + -(A—-B
A= B] (4=5)
= X

O

Satz 4.7 Jede Trapezspiegelung ist abstandstreu.
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Beweis zu ?7: Es seien Punkte A # B € P beliebig, aber fest vorgegeben.
Um zu zeigen, da die Trapezspiegelung s4p abstandstreu ist, mu fr beliebige
Punkte X,Y € P

a

XY =545 (X) sap (V)

nachgewiesen werden.

Wir unterscheiden zwei Flle:

1.Es gelte [|[ X — Al| = ||X — Bl und ||Y — Al = ||Y — B||.
Dann gilt

sap(X) = (A, X,B)
|A = X|[ — X — B

X+
A= Bl

-(A-DB)
= X

und entsprechend
SAB (Y) = Y

Damit gilt die Behauptung.

2.Es gelte || X — Al| # || X — BJ| oder ||Y — A|| # ||Y — B]|.

o. B. d. A. sei im Folgenden ||X — A| # || X — B||.

(A, X, B,sap (X)) und (A,Y, B,sap(Y)) sind Trapeze. Nach Satz 77 ist
dann auch (X,Y,s4p (X),sap (Y)) ein Trapez.

Da ein Trapez ein Abstandsparallelogramm ist, gilt damit die Behauptung.
O

Mit Hilfe von Satz ?7 1t sich nun die Homogenittsregel fr (P, 7(12) nachweisen.

Satz 4.8 (73,7%) ist eine relationale Gruppierung.

Beweis zu 7?7: Es mu nur noch fr beliebige Punkte A, B, C' € P nachgewiesen
werden:

ABcAC o CB
Fr X,Y € P mit X AaB Y mu es also ein Z € P geben, so da gilt:

X AC Zwd Z CBY
Setze zunchst X' = A und V' = (X', X, Y)<.
1.Fall: Es gelte B £ Y’
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Setze Z' = spy+ (C). Dann gilt

a a

AC = SBY! (A) SBY! (C)
= SBy? (A)Z/

Da (X', X,Y,Y") ein Abstandsparallelogramm ist, gilt XY=X 7Y’ .
Wegen X AB Y und A = X' gilt damit

AB=AY"
Damit gilt nach ?? spy' (A) = A = X'. Wir wissen also:
Ac=x"7'

Weiter gilt:

a a

CB = SBy/(C)SBy/(B)
= Z’aY’

2:Fall:Es gelte B =Y.

Setze Z' = C. Dann gilt ebenfalls AaC':Xl’lZ’ und C’aB:Z’aY’.

Setze nun Z = (X, X', Z')<.

Dann ist (X, X', Z', Z) und damit auch (X', X, Z, Z’) ein Parallelogramm.
Nach dem kleinen Satz von Desargues ist dann auch (Y'Y, Z, Z’) ein Paral-
lelogramm.

Da Parallelogramme Abstandsparallelogramme sind, gilt damit:

X'7'=X7 und Z'Y'=2Y
Damit ist ein Z € P gefunden mit

AC=X7
und
CB=2Y

O

26



4_1IIT Abstandsparallelogramme

Im folgenden wird untersucht, welche Abstandsparallelogramme auf euklidi-
schen Geometrien existieren knnen.

Satz 4.9 FEs seien A, B,C' € P paarweise verschiedene Punkte, die nicht auf
einer Geraden liegen. Ferner sei charkC # 2.

Dann gilt (A, B,C)O # (A, B, C) <.

Beweis zu 77:
Angenommen, es gelte

(A, B,C)¢ = (A,B,C) <
Dann gilt
|A =Bl —1[B-C

A—-B+C=B-+ (A=0C)
A=l
|A—-B|| - [|B-C|
= A+C-— (A-C)=2-B
1A=

Da char K # 2 gilt ist 2 # 0.Damit gilt

1 HA—BH—HB—CH>
B:A+-<1+ (C' = A)

2 A —=C]
B liegt damit auf der Geraden durch A und C.
O

Satz 4.10 Ist charkC = 2, so gilt fr paarweise verschiedene Punkte A, B,C'
(A, B,C)¢ = (A, B,C) < genau dann, wenn

[A=B||-[IB=Cl=[A=C]
qgilt.

Beweis zu ?7?7: Angenommen, es gilt

(A, B,C)0 = (A, B,C)
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Dann gilt
|A—-B| - B -]

A—B+C =B+ (A-0C)

|A—=C|
A-B|l-||B-C
=< A+C—H HJ_%, H(A—@:Ql}
|A-B||-||B-C]| _
=< <1+ TA—C] (A-C)=0

= [A=Bl-B-C|=[A-C]

O

Satz 4.11 Liegen die Punkte A, B,C € P auf einer Geraden und gilt A # C,
so gilt

(A, B,0)0 = (A, B,C)

Beweis zu ?77: Es gibt ein k € K mit B= A+ k- (A — C). Damit gilt

(A, B,0)o
— A-B+C

= A-A-k-(A-C)+C

= C—Fk-(A-0)

= A (A- C)k(A )

= A+k-(A=C)—(2k+1)-(A-C)

= A+k-(A-O)+ (- (1+k)?)-(A-C)

2 JA-Cl = (1L+ k) [[A-C|

= A+k-(A-C)+ Al (A=-0)

_ A+k%A_CHJ%4A—Cm—HA—C+k%A—®HWA_@
A =C

_ [A-B|-B=C| ,,

= B+ A=l (A=)

= (A, B,C)x

O
Aus den Stzen 7?7, 7?7 und ?? folgt:
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Satz 4.12 In einer euklidischen Geometrie sind folgende Aussagen quiva-
lent:

I. (A, B,C)0 = (A, B,C)x gilt genau dann, wenn die Punkte A, B,C €

P auf einer Geraden liegen.

I1. Es gilt charkC # 2 oder es gilt charkKC = 2 und
|A=B|| = [|B-C|l #|A-C]

falls A, B, C' nicht kollinear liegen.

Satz 4.13 FEs seien drei Punkte A, B,C' € P vorgegeben, die nicht auf einer
Geraden liegen.

Liegt ein Punkt D in einer Ebene mit A, B,C und ist (A, B,C, D) ein Ab-
standsparallelogramm,so gilt

D= (A B,C)O
oder
D= (A,B,C) <

Beweis zu ??7: Es seien im folgenden A, B,C' € P paarweise verschiedene
Punkte. C liege nicht auf der Geraden durch A und B.

Liegt ein Punkt D in einer Ebene mit A, B,C, so gilt fr geeignet gewhlte
kl, kg € K:

D=B+k -(A-—DB)+ky-(B-C)
Damit gilt

1D =C
= [k1- (A= B) + (k2 +1) - (B=C)
=k’ A-B|+(k+1)°|B-C]
+ ki (k1) - (JA=-Cll = |[A= B[ - [|B-C)
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Entsprechend gilt:
1D — A
= [(k1 = 1) - (A= B) + k- (B=C)]
= (=1 |A=Bl+k’|B-C
+ (ki —=1)- k- (JA=Cl = [|[A=B|| = [[B-C|)

Da (A, B,C, D) ein Abstandsparallelogramm ist, gilt
|A—=B| = [C =D
und
A= Dl =B -]
Damit gilt Gleichung 1:
(k1> = k1 ky— ki —1) - [|[A = B||
+ (k2 4+2 ky+1—ky-ky—Fk)-||B—C|

+ (ki-ke+ k) |A=C
= 0

und Gleichung 2:

(k> =2 -k +1—ky ko + k) |A— B
+ (k= ki -ky+ky—1)-||B=C|
+ (ki -he — ko) - [[A=C|
= 0

Durch Subtraktion beider Gleichungen ergibt sich:

(k1 —ko—2)-[|[A—B|
(ke = k1 +2)-||B -
(k1 + ko) - [|[A=C|

= 0

+
+
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Damit gilt
(k2 = k1 +2) - ([[A= Bl = [B=C|) = (k1 + k2) - [A = C]]
Umformung der Gleichung ergibt:

k- (A= Cl = ([A= Bl = [|B=Cl])
= 2-([A=Bll-B=Cl)
—ki-([A= Bl - [[B=C[ + A=)

Angenommen, es gilt

[A=Cl=]A-B|-[B-C]

Dann gilt

2-(J[A=Bl-lB-=Cl)=2-k - (A= Bl - B -Cl)

Damit mu ||[A — B|| = ||B — C|| oder k; = 1 oder charkC = 2 gelten.
Angenommen, es sei ||A — BJ| = ||B — C||. Dann wre ||A — C|| = 0 und damit

A = C. Damit lge C entgegen der Voraussetzung auf der Geraden durch A
und B.

Angenommen,es gilt k; = 1. Dann gilt

— (ke+1)-|A- B

+ hko(ka+1)-[|B-C

+ (+1)-A-C]
= 0

Damit gilt k; = —1 oder

A =Bl - [|A=C]
1B =
1B =
1B =0
=1

ks
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Damit ergibt sich

D
— B+(A-B)—(B-0)
— A-B+C

(A, B,C)0

oder

D
= B+(A-B)+(B-0C)
B+ (A-C)
A= Bl - 1[B-C|
[A=C]
= (A, B,C)x

B+ (A=0C)

Damit ist im Fall k&; = 1 der Satz gezeigt.
Angenommen, es gilt charC = 2 und k; # 1. Dann gilt 2 =0 und k = —k fr
alle k € K. Damit gilt

(kr* +1) - |A— B
+ (k*+1)-|B-C
0

Esist (k+ 1) =k +2k+1=k>+1frallek e K.
Damit gilt
(k2 +1)* A= B

(ki +17  IB=C|

Es existiert also ein k € IC, so da

P

1B —Cl
gilt, nmlich

ko +1
k=

ky+1
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Damit gilt aber:

k- |B-C| =|A-B|

K- |B-Cll+[A-B[|=0

K B=Cll+ A= B +k-(JA=Cl+ A= Bl +|B-C|)) =0
[k (B=C)+(A=B)|=0

k-(B-C)+(A-—DB)=0

X X X X

Die Punkte A, B und C Igen also entgegen der Voraussetzung auf einer Ge-
raden. Damit kann char/C = 2 in diesem Fall nicht gelten.
Damit ist der Satz fr

[A=Cll=A= Bl -[B-C]

gezeigt.
Es gelte nun

[A=Cll# A= Bl -[B-C]

Dann gilt
ko
,  lA-B|-|B-C|
[A—Cl—JA-B[+[B-C
o JA=BI-|B-Cll+]4-C
[A=Cl=[A=B|+[B-C
|A—B|—|B-C|
— 1—Fk)-2. —k
U=h) 2 e A=l +B=0] ™
Setze nun
vy lA-BI-|B-C

[A—CI—A=Bl+]B—C]|
Dann gilt

k’gz (1—k1)l,—k1

Setze weiter

k?izl—k’l
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und
|A=B|| - [[B-C[]+|A-C]

l=0I+1=
|A=C| - ||A-B| +[B-C|

so gilt
]{71 =1- ]{7

ky=k-l'+k—1=k-1—1
Durch Umformen der Gleichung 1 ergibt sich:

(k> —ky ko — ki —1)-|A - B
F (k> +2 - ky4+1—k -ky— k) - |B-C|
+(ky ko + k1) - |A=C|
= 0
= (1—k)3?—=1)-|A- B
+((-k=1)2*+2(1-k—1)+1)-||B-C|
+(1—k)-l-k-(J[A=C| - [|[A=B|| - IB-C|)
= 0
= (K —2k)-|A-B|
+12- k2 |B-C|
+(-k—=1-K)-(JA-C| - |A=B| - |B=C||)
= 0
s (JA=B||+-||B-C|
+1-(|JA=B|+|B=C||—|A=C])) - ¥
+H=2|A=B|+1-([A=C| = [A=B||-|B-Cl)) -k
= 0

Damit mu entweder £ = 0 oder
A=Bl+2-|B-C|
+ L ([A=B|+[B=-C[-[A=C])) -k
— 2[[A=B||+l-(|A=-C[ = |1A= B[ - IB-C]|)
= 0
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gelten.
Ist £ =0, so ergibt sich k; = 1 und ky = —1 und damit

D=B+(A-B)—(B-C)=A-B+C=(AB,C)%
Sel nun

([A=Bl+#|B-Cll+U(|[A-B|+[B-Cll-A=CI)) &
- 2fA=-Bl[+1-([A=Cl - A= B[ -B=C])
= 0

Angenommen, es gilt
|A=Bl|+1*-|B=Cll+1-(JA-Bl+[B-C|-A-C[)=0
Dann ist die Gleichung nur Isbar, falls auch
-(JA=Cl=[[A=B[-B-Cl)=2-]A- B

gilt.
Dann gilt

[A=Bl+2*-|B=Cl+1 - (JA=Bll+ B -C| - [A-Cl)
|A=Bl|+1*|B-C|-2-]A- B

= I*-|B-C| - A-B|

= 0

Damit ergibt sich
|A= Bl =1-||B-C|
und

I [A=-Cl = 2-|A=B[+1-||A-B|+1-||B-C|
= Q2P +PB+1)-||B-C|
= [l-(I+1)-|B-C]

Wre | = 0, so mte ||[A — B|| = 0 und damit A = B entgegen der Vorausset-
zung gelten.
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Damit gilt
[A=Cll=0U+1)-[|B-C]
Die Umformung der Gleichung 2 ergibt dann

(k12 =2k +1—ky-ky+ ko) - |A— B|
+(k22—k1'k2+k2—1)'”B_CH
F(ky- ke — ko) - |[A=C
= 0
= (1—k)2—=2-1—k)+1 -1 —k)-(Ik—1)+ (Ik—1))-I?
+((lk—=1)?* =1 —k)-(lk—1)+(Ik—-1)=1)
+((1—k)-(Ik—=1)— (Ik—1))- (1 +1)?
= 0
(—2k + k* + k%) - I?
+(IPK* — 21k + IK* — k)
+H(—IE*+ k) - (1 + 1)
= 0

Damit gilt £k = 0 oder
(=2+k+1k)-?
+(PPk — 20 + 1k — 1)
+(=lk+1))- (I +1)?

=0
= 242k + Pk -2 +1k—1
+P2 42+ 1 — Bk — 2%k — 1k
=0
= —21% 4 2kI% + 17 — 2%k
=0
= —?=0

Damit mu k = 0 oder [ = 0 gelten. Aus [ = 0 folgt aber
|A=Bl|=1|B-C|=0

und damit entgegen der Voraussetzung A = B.
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Der Fall £ = 0 wurde bereits abgehandelt.
Es kann nun von

A= Bl +*-|B=Cll+1-(JA-Bl+|B-C|-A-Cl)#0
ausgegangen werden.
Dann gilt:

2-A=Bl[=l-([A=C][ - lA= B[ = |[B=C])

k: pu—
[A =Bl +&-[|B=Cl[+1-(][A=B[+]B-Cl|-]A-C])

Ersetzt man 1 wieder durch

[A= Bl - |B=C|+[A-C|
[A=Cll =A== Bl +[B-C|

so ergibt sich

Y
ma
mit
my
= 2-|A=B|([A-C| - A= B|+|B-C])
- ([A=B|-B-C|+[A-C])
- ([A=Cl[=|A= B[ -[B-Cl)
([A=Cl-[[A= B[ +[B-C|)
und
mg

= [A-B|-(lA-C|-A-Bll+]B-CI|)*
+ ([A=B|-[B-=Cll+]A-C)*-1B-C]
+ ([A= Bl =[IB=C[[+[A=C])

(A=Cl=lA=Bl+B-Cl)

A= Bl + 1B =C| = lA=Cl)
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Es ist

my
= (2-[A-B||[A-C| - |A-B|*+2-|A-B| - |B-C|
2 2
+ 2-|B-C[-[[A=Cl=[B=C|"=[A=C]")
(A =Cl[ = [[A=B|+[B-Cl)

und

ma
= [A=B|l-(|A=Cl[ - A= B[+ B -Cl)
- (A=Cl=lA=-Bl+]B-Cl)
+ IB=Cl-(lA=-Bl-lB-Cl+[A-Cl)
- (lA=Bl-B-Cl+A-Cl)
+ (A=Bll+B-Cl-[[A=Cl)-([A= Bl - |B=C|+[A=Cl)
- (lA=Cl=[A=Bll+[I1B-Cl)
= 2-JA=-B|-A-C|-(A-Cl - A= Bl +B-Cl)
+ 2-[B=Cf-|[A=C]-(|A= Bl - [IB=Cl+[[A=Cl)
- [lA=Cl- (A= Bl -[[B=Cl+ A=)
- (A=Cl=lA=-Bl+]B-Cl)
= @ A=-B|-|A-C]
— 2-[|[A-B|F+2-|A-B|-|B-C]|
+ 2-[B-CJ-[|A-B]
— 2 |B=CIF+2-IB-C|-|A-C]|
- ([A=Bl|-[B=Cl+lA=Cl)-([A-Cll-[[A= Bl +[B-Cl))
- A=
= (2 lA-B|-|A-Cl~|A-BI’
+ 2-|B=C|-|A=B| = |IB=C|*+2-|B-C|-|A-C]

- —llA=cl’)
1A=
Damit gilt
p IA=Cl—|[A-B| +]B-C]
1A =C
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Damit gilt
_[A-B[-IB-C]

k
' |A=C|
und
ko
= k-1—1
_ A= ]A-B|+[B-C|
|A—=C|
|A=B|-[B-C|+[A-C]|
|A=C| —[|[A=B| + B -C|
_ lA-Bl-lB-Cl+la-c] _,
A =C|
_ A-B|-lB-C]|
[A=C]
Damit gilt
|A—B|| -|B-C]|
D = B+ - (A—-B+B-C
=re )
= (A, B,C)x
O

Satz 4.14 Es seien Punkte A, B,C' € P mit A # C beliebig gegeben. Liegt
ein Punkt D in einer Ebene mit A, B,C und ist (A, B,C, D) ein Abstands-

parallelogramm, so gilt
D= (A B,C)O
oder
D= (AB,C)x

Beweis zu ?7: Ist (A, B,C, D) ein Abstandsparallelogramm, so gilt
|A—=B| = [C =D
und

A= D| =B -C]
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Ist A= B, so gilt damit
|A =Bl =[|C =D

= [|O] = [|IC = D
= 0=1C—-D|
= O0=C-D

= D=C

Da (A, A,C)0 =A— A+ C = C gilt, ist der Satz im Fall A = B gezeigt.
Ist B = C so gilt entsprechend A = D und (A, B, B)> = A. Damit ist der
Satz auch im Fall B = C' gltig.

Sind A, B,C paarweise verschiedene Punkte, die nicht auf einer Geraden
liegen, so gilt der Satz nach Satz ?77.

Es sei nun angenommen, A, B und C lgen auf einer Geraden. Angenommen, D
lge nicht auf der Geraden durch A, B und C.
Dann liegen B C' und D nicht auf einer Geraden. Damit mu aber

A= (B,C,D)®
oder
A= (B,C,D)nr

gelten.

Angenommen, es wre A = (B,C, D)<, Dann wre ATB:CTD. Damit lge aber
D auf der Geraden durch A, B und C.

Angenommen, es wre A = (B, C, D) <. Dann wre ATC:BTD. Wieder Ige D
auf der Geraden durch A, B und C.

Damit mu D auf der Geraden durch A,B und C' liegen. Es mu also fr ein
geeignetes k € KC gelten:

D=B+k-(A-C)
Damit gilt
|A =D
= [A=B—-k-(A=C
= [|A-Bl+k |A-C]
—k-([A=B+A-C| - [|[A= B[ -[A-C])
= IB-C|
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und

IC =D
= [C=B-k-(A=-0)
IC =Bl + & |JA=C|l = k- (JA- B[ - €' = Bl - |A=CII)
A= Bl

Die Subtraktion beider Gleichungen ergibt:
A= Bl —|B-C]
= IB—C| —[A- B
+ k- ([A-B+A-C|-[[A-B||-[[A- B[ +]B-Cl)

Es ist
|A—B+A-C|
|A—=B—(C-A)
= [|[A=-B[|+[[A-C|-[[B=C[+||A-B[+[A-C|

Einsetzen oben ergibt:
I+ -([A=Bl[-[B=Cl)=0+1)-k-[[A-C]
Fr charK # 2 ergibt sich damit

[A-B|-|IB-C|
[A=C]

und der Beweis ist gefhrt.

|

Angenommen, es gilt chark = 2. Sei
D=A+k-(B+0C)
Dann gilt

A+ D] = k*-[|B+C]
= B+

und damit k? = 1. Damit gilt (k+ 1) = k* + 1 = 0 und damit k = 1.
Damit ist der Beweis in diesem Fall ebenfalls gefhrt.
O
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4_ TV Schlieungsstze

Satz 4.15 Es seien drei Punkte Ay, B1,Cy € P kollinear gegeben mit Ay #
B1 und Ay # Cy. Ein weiterer Punkt Ay € P sei beliebig gegeben.
Gilt dann By = (Ay, Ay, By) > und Cy = (By, By, C1)<, so gilt auch

Cy = (A1, Az, C1)
Beweis zu ??7: Es gilt

| A1 — Ag| — || Ao — By

B,=A
2= A1 — By

(A1 — By)

und
Cy, = By—Bi+C4
| A1 — Ag| — || Ay — By
Ay +
? A1 — Byl

(A1 —B1) - B+

Es gilt fr ein geeignetes k € K
Bi=A+k-(A —Cy)
Damit gilt

Cy

H‘ll ‘12” HA? A —k- (‘11 Cl)”
HAl A —k- (‘11 Cl)”

— (1+k)- (A —C)

(A —A -k (A —Cy))

R AL =Gl B (A= Aol + A= Gl = [[A2 = Gl
k2| Ay — Gy

- k- (Cy = Ay)
— (1+4+k)- (A —CY)

A1 = Aol + (L + k) - [[Ay = Ch|| = || A2 — C4|
+ (A —C

4, -Gl S
— (1+k)- (A —CY)
| A1 — A — || Ao — O
— Ao+ (A —C

: 4= (4 =)

- (A17A2701) >
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Satz 4.16 Es seien Punkte Ay, B1,C1, Ay € P gegeben. Gilt dann By =
(A1, Ag, By) >t und Cy = (Bg, By,C1)< und Cy = (Ay, Ag, Ch) X, so liegen
Ay, By und Cy kollinear.

Beweis zu 77: Wir knnen A;, B; und () als paarweise verschieden voraus-
setzen.

Andernfalls liegen die Punkte in jedem Fall kollinear.

Es gilt
A1 — Ag|| — || A2 — By|
By,=A - (A — B
SRR eyt I
Cy=DBy— DB+
und
A1 — As|| — || A2 — C|
Cy=A (A - C
S e B
Setze
o Ay — As| — || A2 — G|
1=
A1 — Chl|
Dann gilt

B, = By+C;—(Cy
| Ay — As|] — || A2 — By

(A — By) — k- (A —
Cy + ||A1—Bl|| ( 1 1) 1 ( 1 Cl)
Damit gilt

A1 — Apf| — || A2 — By |
1 - B
( " A1 — Bl '

A1 — Aq|| — [| A2 — By|

= C A — k- (A - C

1+ 1A — By 1 1 (Ay 1)

= (A1 = Bif| + [[A1 — Asf| — [[A2 — Bi[) - B
= [|[A1 = Bif| - Cv + ([[A1 = Aof| = [[A2 = Bi]) - A
+ki - ||A1 — By - (A — Ch)
= ([[41 = Bil[ + [[A1 = Aof = [[A2 = Bu)) - A4
—[[A1 = Bil| - (A1 = C1) + k1 - |[Ar = By - (A — )
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Damit mu gelten:

Ay — Bi]| + || Ay — Asf| — || A2 — Bi|| =0

oder
(ki —1)- |4 — By
By = A+ (A -C
A T B A - A = 1A =By AT
Gilt

A1 — Byl + || Ay — As|| = [|Ay — Buf| #0

SO setze

- b — 1
27 AL = B + [|[AL — Az — |42 — Bi]|

Dann gilt
Bl :A1+k2' (Al—C'l)

Damit sind Ay, B; und C kollinear.
Angenommen, es glte

A1 — Byl + || Ay — Asl| = [|[A2 — Byf| = 0

Dann mte A; = By oder A; = C oder k; = 1 gelten. Im Fall A; = B; oder
Ay = () ist die Kollinearitt klar.
Gilt k&1 = 1, so mu Cy = Ay und damit

A1 — As|| — || A2 — By ||

B, =C
e 14, — By

(A1 — By)

gelten. Damit ist die Kollinearitt ebenfalls bewiesen.
O

Satz 4.17 Es seien Punkte Ay, As, By € P nicht kollinear gegeben. h sei
eine zu ga, p, parallele Gerade und es gelte By = (Ay, As, By) .

Weiter sollen die Schnittpunkte As der Geraden h und ga, a, und Bs der
Geraden h und gp, , existieren.

Dann gilt auch
By = (Ay, A3, By)
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Beweis zu ??: Es sind

A=Ay +ka-(Ay— Ay)

und

Bs = Bi + kg (By — By)

fr geeignete k4, kg € K. Weiter gilt
By — A3 =ks- (B — Ay)

fr ein geeignetes k3 € K. Weiter gilt
[A1 — Aol — [|A2 — B

By=A (A1 - B
2 2 + ||141 _ Bl” ( 1 1)
Setzt man
by o 141 = sl = 142 = B
A1 — Byl

so gilt also auch
By — Ay = ky - (B1 — Ay)
Nun gilt
- Bl—A1+kB'(BQ—B1)—kA'(AQ—Al)
= By — A +kp-(By—Ay) +kp-(Ay— By)
—kA . (A2 — Bl) — k'A . (Bl — Al)
= k3 (B1— A1)

Damit gilt fr geeignetes ko € K
(kg —ka) - (A2 — By) = ko - (B1 — A1)

Da A, By, Ay nicht kollinear liegen,mu k4 = kg und k¢ = 0 gelten.
Dann gilt
B; — Aj
By — Ay +ka-(By— B — Ay + Ay)
= (1—kg—ko-ka) - (B1—Ay)
= (ky-kat+ka—1)-(A — By)

45



Um
(A17A3,Bl) <= B3

nachzuweisen mu damit

| Ay — As]| — || A5 — By

ko hatha—1
A1 — Bl 2T
gezeigt werden. Es ist
A1 — Asl] = [|[A1— A1 —ka- (A2 — Ay
= ki- HAz - Al”
und
| Az — Bl
= ||A1 = Bi+ka- (A2 — A
= |JAL = B + K5 - [|A2 — Ay
+ka- (||A2 = Bi|| = || A1 = Byf| = || A2 — Aq])
Damit gilt
| A1 — As|| — [|As — By|
A1 — Bl
_ ka-([Ar = Aof| — [[A2 = B + (B — As|]) — [[A1 — Bl
| A1 — By
= kag-kot+ks—1

Damit ist der Beweis gefhrt.
O
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5 Definition des euklidischen Relativs

Def. 5.1 Es seien eine Punktmenge P und zwei Relationenmengen 7% und
R auf P so vorgegeben,da gilt:

L. (P,?T{) st ein affines Relativ,in dem der kleine Satz von Desargues
qgilt.

Die Parallelogramme auf (73,7%) werden im folgenden als Richtungs-
parallelogramme bezeichnet.

(P,R) bezeichne das zu (73,7%) gehrige Translationsrelativ.

Die Parallelogramme auf (P, R) werden im folgenden als (echte) Par-
allelogramme bezeichnet.

(A, B,C)< bezeichne den (eindeutig gegebenen) Parallelogrammschluss
2w A, B,C e€P.

II. (73,7(12) ist eine relationale Gruppierung.

Die Parallelogramme auf (P, ffz) werden im folgenden als Abstandspar-
allelogramme bezeichnet.

II1. Jedes Parallelogramm ist ein Abstandsparallelogramm.

IV. Liegen A, B,C € P nicht auf einer Geraden, so gibt es in der von
A, B,C aufgespannten Ebene eapc genau einen Punkt D € eapc, so
da (A, B,C, D) ein Abstandsparallelogramm, aber kein Parallelogramm
15t.

V. Liegen A,B,C € P auf einer Geraden und gilt A # C, so ist
(A, B,C, D), wenn es Abstandsparallelogramm ist, bereits Parallelo-
gramm.

Wir definieren nun eine Abbildung (A, B, C') > mit
(A,B,A)x:= B
(A, B,C) == (A, B,C)C

falls A # C' gilt und A, B, C auf einer Geraden liegen und

(A, B,C) =D

47



mit dem eindeutig bestimmetn D aus 77?7, falls A, B, C' nicht auf einer
Geraden liegen.

Im folgenden heie (A, B,C') > Trapezschluss zu den Punkten A, B,C
und (A, B,C, (A, B,C) ) ein Trapez.

VI. Es seien Ay, Ag, By € P nicht kollinear gegeben. h sei eine zu ga, g,
parallele Gerade. Gilt dann By = (Ay, As, By) > und {As} = hN ga, 4,
sowie {Bs} = hNgp, B, so gilt auch

B3 - (A17A3; Bl) >

VII. Es seien Punkte Ay, As, B1, By, C1,Cy € P mit AlaBl#BlaAQ vorge-
geben.

Weiter seien (A1, By, Ag, Bs) und (By, Ch, By, C) Trapeze.
Dann ist auch (A, Ch, A, Cs) ein Trapez.

VIII. Es seien Punkte Ay, By,Cy, Ay € P mit Ay # By und Ay # C
gegeben.

Gilt dann By = (Ay, Ay, By) >t und Cy = (Bg, By, C1)<, so gilt genau

dann
Cy = (Al,Az, 01) >

wenn Ay, By und C; kollinear liegen.

Dann heie (P, 7%,, 7(13) ein euklidisches Relativ.

Satz 5.2 Es sei (V, K) ein Vektorraum mit einer euklidischen Norm || ||.

FEs sei entweder charK # 2 oder charK = 2 und |A— B|| + ||B—-C|| =
I|A — C|| gelte genau dann,wenn A, B und C auf einer Geraden liegen.

Dann ist (P, 72’,, 7%) ein euklidisches Relativ, wenn man 7% und 7a€ entsprechend
den Verfahren aus Definition 77 setzt.

Beweis zu ??7: 77 folgt aus Satz ?77.

77?7 folgt aus Satz ?77.

Zu 77 Wegen Satz 77 gibt es hchstens ein geeignetes D € P.

Aus Satz 77 oder -im Fall char K = 2 - aus Satz 7?7 folgt die Existenz eines
geeigneten D € P.
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77?7 folgt aus Satz ?77.

Betrachtet man die Abbildung > aus Definition ??, so sieht man aus 7?7 und
77?7, da sie mit der hier definierten Abbildung bereinstimmt.

Damit ergibt sich 7?7 aus Satz ?77?.

77?7 ergibt sich aus Satz ?7.

77?7 ergibt sich aus Satz 77 und Satz ?77.

O

Satz 5.3 Es qgilt fr A, B,C € P stets

AC=B(A, B,C) s
oder
(A, B,C) == B

Beweis zu ?7: Fr A = C gilt (A, B, C) = B nach Definition von .
Liegen A, B und C auf einer Geraden und gilt A # C, so gilt (A, B, (') =

(A, B,C)® und damit AC=B(A, B,C) > oder (A, B, C) xi= B.
Angenommen A, B und C' liegen nicht auf einer Geraden. Sei h die zu gac
parallele Gerade durch D. Dann liegen h und gc(a,B,c) in einer Ebene, aber
nicht parallel.

Damit existiert der Schnittpunkt D’ := h N go(a,B,0)-

Es gilt BD'=AC oder D' = B.
Nach ?? mu aber D' = (A, B, C') i gelten.
O

Satz 5.4 Fr den Trapezschluss <t aus 77 gelten die folgenden Bedingungen:

I. (A4, A, B) == B
II. (A,B,C) == (C,B,A)
III. Fr (A, B,C) =i B gilt (B,C, (A, B,C) x) = A

IV. AB=BC> (A, B,C) <= B
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Beweis zu ?77:

Zu 77

Sei X := (A, A, B) > Dann mu gelten: AA=BX. AA ist aber die Gleich-
heitsrelation. Damit mu gelten: X = B.

Zu ??: Fr A = C ist die Gleichung offensichtlich.

Sei nun A # C. Sei D = (A, B,C) <. Dann ist (A, B, C, D) ein Abstandspa-
rallelogramm, dessen Punkte in einer Ebene liegen.

Damit ist auch auch (C, B, A, D) ein Abstandsparallelogramm, dessen Punk-
te in einer Ebene liegen.

Liegen A, B,C nicht auf einer Geraden, so ist (C, B, A, D) kein Parallelo-
gramm. Damit mu D = (C, B, A) px gelten.

Liegen A, B, C' auf einer Geraden und gilt A # C, so ist D der einzig mgliche
Punkt, um (C, B, A) zu einem Abstandsparallelogramm zu ergnzen. Damit
mu D = (C, B, A) i gelten.

Zu 77: Sei D = (A, B,C) . Dann ist (A, B,C, D) ein Abstandsparallelo-
gramm, dessen Punkte in einer Ebene liegen.

Dann ist auch (B,C, D, A) ein Abstandsparallelogramm, dessen Punkte in
einer Ebene liegen.

Liegen B, C, D nicht auf einer Geraden, so ist (A, B,C, D) und damit auch
(B,C, D, A) kein Parallelogramm. Damit mu (B, C, D, A) Trapez sein.
Liegen B, C| D auf einer Geraden und ist B # D, so gibt es nur einen mgli-
chen Punkt, der (B, C, D) zu einem Abstandsparallelogramm ergnzt, nmlich
A. Damit mu (B, C, D, A) Trapez sein.

Es gilt also fr B # D

(B,C,D) <= A

Zu ?77: Es sei AaB:BaC . Dann ist (A, B, C, B) ein Abstandsparallelogramm,
dessen Punkte in einer Ebene liegen.
Liegt B nicht auf der Geraden durch A und C, so ist (A, B, C, B) kein Par-

allelogramm und mu damit ein Trapez sein.

Es seien A, B,C mit A # C drei Punkte auf einer Geraden mit AaB:BaC’.
Dann ist (A, B,C, B) ein Abstandsparallelogramm. Nach ?? gibt es kein
weiteres Abstandsparallelogramm, es mu also (A, B, C) <= B gelten.

Fr A = C gilt (A, B,C) == B nach Definition.

O

50



6 Abstandstreue Abbildungen auf euklidischen
Relativen

Im folgenden soll untersucht werden, welche abstandstreuen Abbildungen auf
einem euklidischen Relativ existieren knnen.
Dabei bezeichne (P, R, R) stets ein euklidisches Relativ.

6_1 Translationen

Die Translationen des affinen Relativs (P, 7%) sind ihrer Definition nach rich-
tungstreu.

Damit bilden Translationen Geraden auf Geraden und Ebenen auf Ebenen
ab.

Nach 77 sind Translationen auerdem abstandstreu.

Satz 6.1 Translationen bilden Parallelogramme auf Parallelogramme und
Trapeze auf Trapeze ab.

Beweis zu ?7: Es sei 7gp eine beliebige Translation.
Betrachte ein Punktequadrupel (A, B, C, D).

Es sei zunchst ATB#BTC .

Ist (A, B,C, D) ein Parallelogramm, so ist, da Translationen richtungstreu
sind,

(ter (A),78r (B) ,7eF (C) , T8F (D))

ein Richtungsparallelogramm.
Es gllt TEF (A) TEF (B);ATEF (A) TEF (B)

Damit ist

(ter (A), 7P (B) ,7EF (C) , TEF (D))

ein Parallelogramm.
Ist (A, B,C, D) ein Trapez, so ist, da Translationen abstandstreu sind,

(ter (A),7r (B) ,76F (C) , TEF (D))

ein Abstandsparallelogramm.
Da Translationen parallele Geraden in parallele Geraden berfhren und (A, B, C, D)
kein Richtungsparallelogramm ist, ist

(ter (A),78r (B) , 76r (C) , TEF (D))
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ebenfalls kein Richtungsparallelogramm.

Da die Punkte A, B,C,D in einer Ebene liegen, liegen auch die Punkte
TEF (A) ,TEF (B) ,TEF (C) ,TEF (D) in einer Ebene.

Damit mu

(ter (A),75r (B) ,76F (C) , T8F (D))

ein Trapez sein.

Es sei nun ATB:BTC’ und A # C. Dann ist (A, B,C, D) genau dann ein
Parallelogramm, wenn es ein Trapez ist.

Ist (A, B,C, D) ein Parallelogramm, so liegen A, B,C, D kollinear. Damit
liegen aber auch 7gp (A), 7gr (B),7er (C), Ter (D) kollinear.

(ter (A),78r (B) ,76F (C) , T8F (D))

ist damit ebenfalls Parallogramm und Trapez.
O

6_II Trapezspiegelungen

In Anlehnung an Definition 7?7 werden Trapezspiegelungen folgendermaen
definiert:

Def. 6.2 Es seien zwei Punkte A #+# B € P gegeben. Dann heie die Abbildung

P P — P
ABT ) X — sap(X) = (A4,X,B)x

Trapezspiegelung an den Punkten A, B.

Zunchst wird sichergestellt, da fr die so definierten Trapezspiegelungen die
gleichen Verhltnisse gelten wie in Bemerkung 77.

Bem. 6.2* FEs seien Punkte A # B € P beliebig vorgegeben. Dann gilt

1. SAB(A):B
II. SAB(X):YPSAB(Y):X

II1. Gilt fr einen Punkt X € P A?X:XQB, so gilt
SAB (X) = X
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Beweis zu 77: Zu 77:

sap(A) = (A4, A, B)x
- B

Zu ??: Fr X =Y folgt die Behauptung sofort.
Es sei X # Y. Dann gilt:

sap(X)=Y = (A, X B)x=Y
= (X,B,Y)x=A

= (B,Y,A)x= X
= (AY,B) ==X
- SAB(Y):X

Zu ?77: Es ist sa5 (X) = (A, X, B) = X fr AX=XB nach 77
O

Satz 6.3 Jede Trapezspiegelung ist abstandstreu.

Beweis zu 77: Es seien Punkte X, Y € P beliebig vorgegeben. Es mu gezeigt
werden, da gilt:

XYZSAB (X) SAB (Y)

Sei X' :=s4p5(X) und Y’ := s45 (V).

Dann sind (A, X, B, X') und (A,Y, B,Y") Trapeze.

Damit ist nach ?? auch (B, X, A, X') ein Trapez.

Sei zunchst AB( ’%A%X angenommen. Dann ist auch (X, A, X, B) ein Trapez
und nach ?? (X,Y, X", Y”’) ein Trapez.

Entsprechend ist fr AGY#AY’ (Y,B,Y’, A) und damit auch (Y, X, Y’ X’) ein
Trapez.

Damit gilt in beiden Fllen XY =X"Y".

Sei nun AaX:A?X’. Dann gilt (X, A, X’) x= A. Angenommen, es sei X # X',
so gilt (X, A, X’) = B und damit A = B entgegen der Voraussetzung. Es
mu also X = X’ gelten.

Entsprechend folgt aus AaY:A(i/’ Yy =YY"

Ist also A?X:Ag(’ und AaY:A%/’ , so gilt ebenfalls XY=X ?Y’ .
O
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Satz 6.4 FEs sei eine Trapezspiegelung sap gegeben. C'# D € P seien Punk-
te mit sap (C) = D. Dann gilt

SAB = SCD
Beweis zu ?7: Es sei ein Punkt X € P beliebig gegeben. Setze
Y = SAB (X)
Dann ist (A4, X, B,Y) ein Trapez. Weiter ist auch (A, C, B, D) ein Trapez.
Wegen C' # D ist auch (C, A, D, B) ein Trapez. Damit ist nach ?? auch
(C,X,D,Y) ein Trapez. Also gilt:
Y = ScD (X)

O

6_III Geradenspiegelungen

Def. 6.5 Es sei eine Gerade g beliebig vorgegeben. A # B seien Punkte auf
g. Dann heie die Abbildung

P — P
SgAB - X — SQAB (X)

mil
Sgup (X) = (A, (A, X, B) >, B)O
Geradenspiegelung an der Geraden gap.

Bevor die Wohldefiniertheit geprft wird, wird zunchst festgestellt:

Bem. 6.5* Die Geradenspiegelung s,,,, It die Punkte auf der Geraden gap
fest.

Beweis zu ?7: Liegt X auf der Geraden gap, so gilt
(A, X,B) <= (A, X, B)®
und damit

(4, (A, X,B)0,B)O = X
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O
Beweis zu ??7: Es mu gezeigt werden, da die Definition von der Wahl der

Punkte A und B unabhngig ist.

Sei B’ € g gegeben mit B’ # A und B’ # B.

Es mu gezeigt werden:

SAB = SAD’

Es sei ein Punkt X & gap beliebig gegeben. Es mu gezeigt werden:
(A, (A, X, B) 1, B)O = (A, (A, X, B') 1, B' )

Es bezeichne Y; := (A, X, B) <t und Ys := (A, X, B) .
Da A, B und B’ kollinear liegen, mu nach ?? auch

Yo = (Y1, B,B)¢

gelten.

Es bezeichne Z; := (A, Y1, B)<. Dann gilt nach dem kleinen Satz von Desar-
gues auch 7Z; = (A,Y,, B ).

Damit gilt aber

(A, Y1, B)O = (A,Ys, B)O

O
Es soll nun der Zusammenhang zwischen Trapezspiegelungen und Gera-
denspiegelungen genauer untersucht werden.

Satz 6.6 FEs sei sap eine Trapezspiegelung, die zwei Punkte Cy # Cy € P als
Fizpunkte hat. Ferner sollen die Punkte A, B,C1,Cs und C3 in einer Ebene
liegen. Gilt dann sap (Cs) = Cs, so gilt Cs € ge,0, -

Beweis zu ?7: Es gilt fr i = 1,2,3 (A, C;, B) = C; und damit A%’Z:C?B.
Betrachte die Punkte Di5, D13 und Dy3 mit

Dij = (C,L, B, C])O
Es ist D;C’Z-:BGCJ:AGC’]- und Cj(})ij:B%i-
Damit ist (C}, A, C;, D;;) ein Abstandsparallelogramm.

Wre es ein Parallelogramm, so mte A = (C;, D;;, C;)O = B gelten.
Damit gilt

Dij = (Oi,A, OJ) >
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da smtliche Punkte in einer Ebene liegen.
Da (C1, B, Cy, D12) und (Cy, B, Cs, D3) Parallelogramme sind, ist nach dem
kleinen Satz von Desargues auch

(027 D127 D137 03)

ein Parallelogramm.
Damit gilt

Dy = (C1, A, Cy)
Dy3 = (D12, Cy, C3)$
und

Dy3 = (C1, A, C3) <

Damit mssen C7, C5 und C3 nach 77 kollinear liegen.
O

Satz 6.7 Es sei eine Ebene e C P gegeben. g C e sei eine Gerade auf e.

Betrachtet man die auf e restringierte Geradenspiegelung s,, so ist sie gleich
einer geeigneten auf e restringierten Trapezspiegelung.

Beweis zu ?7: Es sei eine Gerade gxy auf einer Ebene e gegeben.
Whle einen Punkt A; € e mit A; & gxy-
Setze nun

Ay = (X, A,Y)

Az =54, (A1) = (X, A2,Y)C

Es wird gezeigt, da

Sgxy = SA;As

auf der Ebene e gilt. Whle dazu B; € e beliebig und setze

B, = (X, Bl,Y) >

Bs := 54,4, (B1) = (A1, By, A3) <
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Es mu gezeigt werden, da dann auch
Bg = SQXY (Bl) = (X, BQ,Y)O

gilt.

Es gilt AjX=AY=AsX. Damit gilt (A1, X, A3) b= X
Damit ist X Fixpunkt der Trapezspiegelung sa, 4,.
Entsprechend ist wegen

ALY =Ay X =AY

Y Fixpunkt der Trapezspiegelung sa, 4,.

Wir unterscheiden nun zwei Flle:

Fall 1: Es sei By = Bs. Dann ist By Fixpunkt der Trapezspiegelung s, 4,.
Da auch X und Y Fixpunkte der Trapezspiegelung sind, gilt damit nach Satz
7?7 By € gxy-

Nach Bemerkung ?? gilt dann aber s, , (B1) = B;.

Fall 2: Es gelte By # Bs. Dann mu AlaBl;éBlaAg gelten.
Dann ist mit (Ay, By, A3, Bs) und (A;, X, A3, X) auch (By, X, B3, X) ein Tra-
pez und damit

By X=B3X
Analog gilt auch
B\Y=BsY
Damit gilt
ByX=B,Y=B;Y
und

ByY =B, X=Bs X

(X, Bs,Y, B3) ist also ein Abstandsparallelogramm.
Es mu also

B3 = (X> BQ) Y)<>
oder

Bg = (X, BQ,Y) >
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gelten, da alle Punkte in einer Ebene liegen.

Es ist By = sxy (B1) und damit auch By = sxy (B2).

Wrde By = (X, Bs,Y') < gelten, so wre damit entgegen der Fallvoraussetzung
Bl - B3.

Damit mu Bs = (X, By, Y )< gelten.

O

Satz 6.8 Es sei eine Ebene e C P gegeben. Ist spp eine auf e reduzierte
Trapezspiegelung, so gibt es eine Gerade g C e, so da sap = s4 gilt.

Beweis zu ?77: Wir suchen zunchst einen Punkt M € e mit AM=BM. Es
sei ein Punkt C € e so gegeben, da A, B, C' nicht kollinear liegen. Betrachte

D:=(A,C,B)x
Gilt C' = D, so setze M = C.
Gilt C # D, so ist (A, B,C, D) ein Trapez und damit kein Parallelogramm.

Es mu also AB %CTD oder ATD%BTC' gelten.

Es sei 0. B. d. A. AB£CD.
M sei der - eindeutig gegebene - Scnittpunkt von g4g und gep.
Es sei h die zu gac parallele Gerade durch M. Nach ?? ist dann (A, M, B, M)

ein Trapez und damit AM BM

Damit ist ein Punkt M gefunden mit Al}W:B(jM.
M liegt nicht kollinear zu A und B.
Setze nun

M' = (A, M,B)®
Da A, M, B nicht kollinear liegen, gilt M’ # M. Man sieht nun, da gilt:

(A) = (M, (M, A, M), M')O
= (M, A, M)O
= B

SQMM’

Damit mu aber auf e bereits

Sguny — SAB

gelten.
O
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Bem. 6.8% Jede Geradenspiegelung s, hat genau die Punkte auf g als Fix-
punkte.

Beweis zu ?7: Nach 7?7 sind alle Punkte auf ¢ Fixpunkte. Es sei e eine
beliebige Ebene mit g C e. Da auf e jede Geradenspiegelung Trapezspiegelung
ist, sind nach ?? alle Fixpunkte der Ebene e Elemente von g.

Da die Ebene beliebig gewhlt werden kann, sind alle Fixpunkte der Geraden-
spielung Elemente von g¢.

O

Satz 6.9 Fine Trapezspiegelung sap bildet Geraden auf Geraden ab.

Gilt dabei fr zwei Punkte C1,Cy € P sap (C1) = C1 und sap (Coy) = Csy, so
sind alle Punkte auf go,c, Fizpunkte der Trapezspiegelung.

Beweis zu ?7?7: Es sei eine Gerade g C P gegeben. C; # Cy € g seien Punkte
auf g.
Setze

Dy = sap (C1)

und

Dy = sap (Cy)

Es mu gezeigt werden, da fr ein beliebiges C5 € g mit
D3 = sap (C3)

Ds € 9D1 D> gllt

(Cy,Cy, Dy, Dy) ist ein Trapez.

Gilt Dy ¢ g, so liegen C1,Cy und Dy nicht kollinear. Es sei h die Parallele zu
gcyp, durch Cs. Dann gilt Cs € g h.

Weiter existiert der Schnittpunkt £ von h und gp,p,, da beide Geraden in
einer Ebene, aber nicht parallel liegen. Damit mu aber nach 7?7

E = (A, 03, B) <= Djy

gelten. Damit gilt D3 € gp,p,.

Fr Dy & g verluft der Beweis analog.

Es sei jetzt Dy, Dy € g vorausgesetzt. Gilt dann Cy # Dy, so gilt g || gap.
Weiter mu auch C3 = D3 oder go,p, || gap gelten.

Wegen Cs € g folgt aus go,p, || 948 9 = 9csDs-
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Damit gilt in beiden Fllen D3 € g.

Fr Cy # D, verluft der Beweis analog.

Es sei jetzt C} = Dy und Cy = D, vorausgesetzt. Wir mssen zeigen, da alle
Punkte auf g Fixpunkte von s,p sind.

Angenommen, es ghe einen Punkt C3 € g mit

D3 = SAB (Cg)

und D3 # (3. Betrachte sc,p, = sap. €1 und C3 mssen dann Fixpunkte
von Sc,p, sein. Weiter liegen Cy, Cy, C3 und D3 in einer Ebene. Damit mte
Scyps = Sg, auf dieser Ebene fr eine geeignte Gerade g; gelten. C; und Cs
wren Fixpunkte von sz, . Damit wre C1,Cy € ¢g; und damit g; = ¢g. Damit
wre aber C3 Fixpunkt von s4p entgegen der Annahme.

O

Satz 6.10 Es sei sap eine Trapezspiegelung. F' sei ein Fixpunkt von sap.
0 sei eine Dilatation, die ebenfalls F' als Fizpunkt hat.
Dann gilt

5OSAB:SA305

Beweis zu 7?7: Es ist

dosap (F)=F =sapod(F)

Es sei ein Punkt C' € P mit C' # F beliebig gegeben.
Es sei

Cy:=3s45(C)=(A,C,B) <

und

Cy:=46(C)

Angenommen, es gilt C; = C. Dann sind alle Punkte auf grc Fixpunkte der
Trapezspiegelung sap.
Weiter gilt Cy € gre.
Damit gilt s4p (Cy) = Cy und
dosap(C) = 6(C)
=
= sap(Cy)
= sapod(C)
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Angenommen, es gilt C, # C.
Dann gilt sap = scc, -
Da s¢e, Geraden auf Geraden abbildet und Cy € gpe gelten mu, gilt fr

D = sce, (Cy)

D € gpe,. Weiter gilt D €Cy g)C’l. Betrachte

D= 45(Ch)

Es gilt D' € gre,. Weiter gilt CCi=CyD’ und damit D' €Cy CC,.

Damit mu aber D = D’ gelten.
O

6_ IV Drehungen

Def. 6.11 FEs seien drei nicht kollineare Punkte A, B, F' € P mit A(ZF:FaB
gegeben. Dann heie die Abbildung

dupp = €AFB — €AFB
' X = darp (X) = Sgpp (545 (X))

Drehung von A nach B um F'.

Da die Drehung damit Produkt zweier Spiegelungen ist, sieht man sofort:

Bem. 6.11* Drehungen sind abstandstreu und bilden Geraden auf Geraden
ab.

Satz 6.12 Es seien A, F, B € P drei nichtkollineare Punkte mit AaF:FaB.
Ist dann o eine abstandstreue Abbildung mit Fizpunkt F' und a(A) = B,
die Punkte der durch A, B und F' aufgespannten Ebene e rpp wieder in diese
Ebene abbildet, so gilt auf der Ebene earp

a:sABVa:dAFB

Um Satz 7?7 zu beweisen, beweisen wir zunchst zwei Hilfsstze:
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Lemma 6.13 FEs sei eine Ebene e gegeben. Weiter seien Punkte A # B € e
und C, D € e so gegeben, da AC=AD und BC=BD ygilt.

Dann mu
D=s,,,(C)VvC=D

gelten.
Beweis zu 77: Setze

E:=(A,D,B)%

Dann gilt AC=AD=BE und BC=BD=AE.

Damit ist (A, C, B, F) ein Abstandsparallelogramm.

Angenommen,es gilt C' # D.

Da (A, D, B, E) ein Parallelogramm ist und C' # D gilt, mu (A, C, B, F) ein
Trapez sein.

Damit gilt aber

Sgup (C) = (A, (A,C,B) 1, B)O
— (A, E,B)®
= D

O

Lemma 6.14 Es seien A, F, B € P drei nichtkollineare Punkte mit AaF:FaB.

Ist dann o eine abstandstreue Abbildung mit Fizpunkt F und a(A) = B,
die Punkte der durch A, B und F' aufgespannten Ebene e pp wieder in diese
Ebene abbildet, so gilt fr jedes C' € espp

a(C) =sap (C) V a(C) =darp (C)
Beweis zu ?7: Es sei ein Punkt C auf der Ebene e pp beliebig gegeben. Es
sei D = a(C).
Da « abstandstreu ist, gilt AC’ BD
Weiter gilt AF=BF und C'F DF.

Setze nun

D1 = SAB (C)
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und
D2 = dAFB (C)
Dann gilt

Dy = Sgrp (SAB (C))
= Sgrp (Dl)

Es mu dann Dy F=CF=DF und D; B=AC=DB gelten.
Damit gilt nach Lemma ?? D = Dy oder D = sy, (D) = Ds.
O

Beweis zu ??7: Whle einen Punkt C' € gap auf der von A, B und F aufge-
spannten Ebene e rp.

Setze
D :=a(C)

Dann mu nach ?? D = sap (C) oder D = dapp (C) gelten.
Angenommen, es gilt D = s, (C).

Es sei X € eqpp beliebig gewhlt.

Dann mu «(X) = sap (X) oder a(X) = dapp (X) gelten.
Weiterhin mu nach Lemma ?7? auch

a(X) =scp (X) V a(X) =derp (X)

gelten.
Angenommen, es gilt (X)) # sap (X).
Dann mu «(X) = darp (X) und a(X) = depp (X) gelten. Setze

Y = SAB (X)
Dann gilt

darp (X) = dcrp (X)
= Sgpp (SAB (X)) = Sgrp (SCD (X))
= Sgrp (Y) = Sgrp (Y)

Damit mu grpg = grpp oder Y = I gelten.
Angenommen, es gilt grp = grp.
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Da Spiegelungen Geraden auf Geraden abbilden, wre dann C' € g4 entgegen
der Voraussetzung.

Angenommen, es gilt Y = F.

Dann gilt auch dapp (X) = F und damit a(X) = sap (X).

Damit mu «(X) = sap (X) fr alle X € eqpp gelten, falls o(C) = sa5 (C) fr

ein C' & gar gilt.
Gilt also a # sap, so mu

Oé(X) = dAFB (X)

fr alle X ¢ gap gelten.
Fr X € gar gilt aber

sap (X) = darp (X)

und damit ebenfalls

a(X) =darp (X)

Damit gilt o = sap oder a = dapp.

O

Satz 6.15 Es seien paarweise verschiedene Punkte A, B, F € P gegeben. e
sei eine Ebene, auf der A, B und F liegen. Dann ist sy, © Sg,, auf e keine
Spiegelung.

Beweis zu 77: Betrachte

¢ = Sgar © Sgpr (B)
= Sgap (Sgpr (B))
=  Sgar (B)

Es gilt auf e

Sgar = SBC

Wre sg,,. 05,4, eine Spiegelung, so mte sie ebenfalls die Spiegelung spc sein,
es mte auf der Ebene e also gelten

SQAF © SQBF = SgAF

Damit mte auf e s,,, = ¢ gelten.
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Das stimmt offensichtlich nicht.
O

Damit ist klargestellt, da Drehungen keine Spiegelungen sind. Weiterhin mu
das Hintereinanderausfhren zweier Spiegelungen mit einem gleichen Fixpunkt
stets eine Drehung ergeben.

Satz 6.16 Es seien eine Drehung dapp und eine Spiegelung s, auf einer
Ebene e mit etnem gemeinsamen Fixpunkt F' beliebig gegeben.

Dann gibt es eine Spiegelung sxy mit Fixpunkt F, so da
darp = Sxy © Sgcr

qgilt.

Beweis zu ??: Es sei

E =50 (A)

Betrachte die Spiegelung spp.

Da Spiegelungen abstandstreu sind, gilt AaF :EaF :
Da auch Drehungen abstandstreu sind, gilt AF=BF.
Damit gilt aber EF=BF.

Damit ist F' ein Fixpunkt der Spiegelung sgp.
Weiter gilt

5B (Sg0r (A)) = B
SEB O 54, MU als Produkt zweier Spiegelungen eine Drehung sein. Damit mu

darp = SgB © Sgor

gelten.
O

Satz 6.17 Es seien drei Graden ga,r,ga,r und ga,r auf einer Ebene e mit
einem gemeinsamen Schnittpunkt F gegeben. Dann ist das Spiegelungspro-
dukt

Sga r © Sga,r © Sgayr

auf e wieder eine Spiegelung.
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Beweis zu ?7: Angenommen

Sgar © Sga,r © Sgayr

wre eine Drehung dgpc.
Dann gbe es nach ?7? eine Spiegelung spg mit

dprc = SpE © Sgayr
Damit mte aber
SDE = Sga,r © Sga,r

gelten.

Da das Produkt zweier Spiegelungen keine Spiegelung ist, ist das ein Wider-
spruch.

Die abstandstreue Abbildung

Sga r © Sga,r © Sgayr

mu also eine Spiegelung sein.
O

Satz 6.18 Es seien eine Spiegelung sap und eine Translation Top beliebig
gegeben. Dann gilt

TCD © SAB = Srop(A)rep(B) © TCD
Beweis zu 77: Es sei X € P beliebig gegeben. Setze
Y = s4p5(X)

Dann ist (A, X, B,Y) ein Trapez.
Damit ist

(tep (A) ,7ep (X) ,7ep (B) ,7ep (Y))

ebenfalls ein Trapez.
Damit gilt

7o (Y) = Srep(ayren(s) (Tep (X))
und also
7ep © 548 (X) = Srep(A)yren(8) © Top (X)

O
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Satz 6.19 Es seien drei nichtkollineare Punkte A, B,C € P gegeben. Dann
gibt es in der von A, B, C' aufgespannten Ebene eapc genau einen Punkt M
mit

AM=BM=CM

Beweis zu ?7: Betrachte die Spiegelungen s p und sgc.
Es gibt Geraden g,h C easpc, so da auf espc sap = s, und spo = s, gilt.
Sind ¢ und h nicht parallel, so haben sie, da sie auf einer Ebene liegen, einen

Schnittpunkt. Fr diesen Schnittpunkt M gilt aber AL}W:BC}W:CL}W.

Gilt umgekehrt fr einen Punkt M € P AC}W:B?W:C’(}\/_/, somu M ingnNh
liegen.

Sind g und A nicht parallel, ist der Satz damit gezeigt.

Angenommen, es glte g || h.

Whle einen Punkt X € g und einen Punkt Y € h. Dann gilt

TXY (9) =h
Es mu dann
SBC = Sh = STxy(g)

gelten.
Da die Translation 7xy Parallelogramme in Parallelogramme und Trapeze in
Trapeze abbildet, gilt aber

Xy (B) = Srxy () (Txy (4))
Damit gllt BTC:TXY (A)TTXY (B):ATB

Damit lgen A, B, C' entgegen der Vorausstzung kollinear.
O
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7 Gerichtete Winkel

7_-1 Winkelrelativ

Def. 7.1 Es seien a,b,c,d Relationen auf 7%_0 mitaob=cod.
Whle einen Fizpunkt F' € P.
Gilt dann einer Ebene e mit F'(aob) C e

Sg 0S5g9g =S89 OSgyg
Fa Fb Fe Fd

so heie (a,b) und (c,d) der gleiche gleichgerichtete Winkel, in Zeichen
(a,b) = (c,d)

Die Relation ab mit
cabd : < (a,b) = (c,d)

heie Winkelrelation.

W bezeichne die Menge der Winkelrelationen auf 7%_0.

Beweis zu 77: Es mu gezeigt werden, da die Definition unabhngig von der
Wahl des Fixpunktes F’ ist.

Es sei zunchst a # b vorausgesetzt.

Es seien zwei Punkte F; und F; gegeben. ey sei die von F; und a,b, e; die
von F, und a, b festgelegte Ebene.

Es gelte fr alle Punkte X € ey:

i, (510, 0) =50, (50, 0)
Betrachte die Translation 7p,f, .
Es sei Y € ey beliebig gewhlt. Setze

zyah (Y) =X

Dann gilt X € e;.
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Nun ist nach Satz 77?7
SFZa <8ng (Y)>
FQ a ( TF1F2 )

= 5, (mn (1, 0))

= man (g, (40, 9)

= man (g, (44, 9))

- ngc (SFZd (Y))
Damit ist die Definition fr a # b unabhngig von der Wahl des Fixpunktes F'.

Es sei nun a = b. Dann gilt fr beliebiges F' € P und fr beliebiges X € P mit
X #£F

S (nga (X)) =54 (ngd (X))

“ X=s, (sg (X)
Fec Fd
< Sg =Sy
Fec Fd
= c=d

Bem. 7.1* FEs gilt
1 —~
/\ \/ cabd
cCaob d€7T2,o
Weiter gilt dann

ab = cd

Fred aob gilt cab= 0.
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Beweis zu ??7: Fr a = b gilt cabd genau dann, wenn ¢ = d gilt.
Sei nun a # b.
Es sei eine Relation ¢ C a o b gegeben. Whle einen Punkt F' € P.

Gesucht ist eine Relation d 67%_0, fr die in der von F' und a, b aufgespannten
Ebene gilt:

Sg 0Sg9g =S89 OSyg
Fa Fb Fec Fd

< Sg 0OSg 0OSg =S8y
Fc Fa Fb Fd

Da das Produkt dreier Spiegelungen mit Fixpunkt F' eine Spiegelung mit
Fixpunkt F'ist, gibt es genau ein d €R _,, das die Bedingung erfllt.
ab = cd ergibt sich sofort.

Gilt ¢ Z aob, so gilt fr alle d E?TQ,O cod # aob. Damit gilt cab=0.
O

Satz 7.2 FEs gilt fr alle a,b, c 67%,0 mit ¢ C aob:
acoch = ab
Beweis zu ?7: Es sei ein Punkt F' € P beliebig gewhlt. Dann gilt

z(acoch)y
=< \/ xc’zEz/\zEl;y

s
ZER o
< \/ Ss 08y =S5 0859 NSgq0Sg =54 0S4
- Fa Fec Fax Fz Fec Fb Fz Fy
ZGR—O
= Sg 0OSg 0OSg 0Sg =Sg 0Sg OSg OSy
Fa Fec Fe Fb Fz Fz Fz Fy
= Sg 0Sg =Sg OSy
Fa Fb Fzx Fy
=< xaby

Damit gilt ac o cb C ab.

Gilt umgekehrt s ¢ osy = sy o5y, so kann man nach Satz 77 eine
Fa Fb Fz Fy
Spiegelung s ¢ finden mit s 4 0s 4 =sg¢ os,y . Dann gilt aber
Fz Fz Fy Fec Fb
S9g 0OS§g9g =S g O0S8Sgyg
Fax Fz Fa Fc
< Sg 0Sg 0Sg 0OSg =Sg OSy
Fzx Fec Fb Fy Fa Fec
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X X X X

Sg 08§59 0S9g 0Sg9g —=S8Sg9g 0OSg 0OSg OSgyg
Fzx Fec Fb Fy Fa Fb Fb Fec
Sg OSg OSg OSg :Sg Osg Osg OSQ
Fax Fec Fb Fy Fax Fy Fb Fc
Sg 0S§9g 0OSg =Sg9g O0Sg OSy

Fec Fb Fy Fy Fb Fec

Sg 0OSg 0OSg 0OSg O0Sg OSg9g =1

Fy Fb Fc Fy Fb Fe

Da das Produkt dreier Spiegelungen kommutativ ist und Spiegelungen selbstin-
vers sind, ist damit die Existenz eines geeigneten z € YW mit x acz und zcby

nachgewiesen.
Damit gilt auch ab C ac o cb.
O

Satz 7.3 Es seien Relationen a,b,c,d 67%_0 gegeben mit aob = cod.
Dann gilt

abocd = cd o ab

Beweis zu ?7: Es seien a, b, c,d 67%_0 mit a o b = c o d beliebig vorgegeben.

Dann gibt es genau ein e 67%_0 mit cd = be.
Es gilt

abocd = abobe = ae
Um
ae = beoab

nachzuweisen, gengt es zu zeigen, da

abeoabe
gilt.
Es sei ein Punkt F' € P beliebig gewhlt. Dann gilt
abeoabe
= Sg OSg 0OSg9g OSg9g =8Sg4g OSgyg
Fb Fe Fa Fb Fa Fe
< Sg 0OSg 0OSg 0Sg 0OSg OSg =1
Fb Fe Fa Fb Fe Fa
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Damit gilt:
abo cd
ab o be

= ae
— beoab

= cdoab

Satz 7.4 FEs qilt fr alle Relationen a,b,c,d 67%_0

—_  —~ —~

ab=cd = ac = bd

Beweis zu ?7: Es sei ein Punkt F' € P beliebig gewhlt. Dann gilt

ab = cd
< Sg 0OSg =Sg OSgyg
Fa Fb Fc Fd
< Sg —Sg 0OS8Sg O0Sy
Fb Fa Fc Fd
<) Sg 0OSg =S4 O0Sy
Fb Fd Fa Fec
= ac=bd
O

Satz 7.5 Es seien zwei Relationen a,b 67%_0 und eine Gerade gop mit CDC
aob gegeben. Dann gilt

—

ab = Sgcp, (b) Sgcp (@)
Dazu wird zunchst folgender Hilfssatz bewiesen:

Satz 7.6 Fr drei paarweise verschiedene Punkte A, B,C € P gilt auf jeder
Ebene e mit A,B,C € e

Sgac © Sgpc © Sgac = SgsgAc<B)c
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Beweis zu ?7: Gilt s, (B) = B, so gilt B € gac und damit

Sgac © Sgpc © Sgac
Sgpc © Sgpc © Sgnc
Sopc

SQSQAC(B)C

Sei nun s,,. (B) # B.
Da s4,. © 8¢5, © 54, als Produkt dreier Spiegelungen eine Spiegelung ist,
gengt es nachzuweisen, da

Sgac © Sgpc © Sgac (SQAC (B)) = Sgac (B)

gilt.
Es ist
Sgac © Sguc © Sgac (Sgac (B))
Sgac © Sgpc (B)
= Sgac (B)
O

Beweis zu 7?7: Es seien Punkte A, B mit a = AC und b = BC gewhlt. Dann
liegen die Punkte A, B,C, D in einer Ebene.
Es mu gezeigt werden:

Sgac © Sgpc = S9sy, )0 © Ssgp, )0

Nun gilt nach Satz 77?7

o
SgsgCD(B)c SQSQCD(A)C
Sgep © Sgpe © Sgep © Sgep © Sgac © Sgep

Sgep © Sgsc © Sgac © Sgep

Es mu also

Sgac © Sgpc = Sgcp © Sgpc © Sgac © Sgcp

o Sgac © Sgpc © Sgep = Sgep © Sgpe © Sgac

nachgewiesen werden. Letzteres gilt, da die Produkte dreier Spiegelungen
Spiegelungen sind und Spiegelungen selbstinvers sind.
O
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7_1I Kreiswinkelsatz

Lemma 7.7 FEs seien drei nicht kollineare Punkte A, B,C € P gegeben.

eapc sei die von A, B und C' aufgespannte Ebene und es sei ein Punkt M &
eapc gegeben mit AM=BM=CM.

Dann gilt auf auf der Ebene eapc:
davic = TBM © Sgpc © Sgas © TMB

Beweis zu 77: Es ist

TBM © Sgpc © Sgap © TMB (M)
TBM © Sgpe © Sgap (B)

= 7pu (B)
M

Damit ist M Fixpunkt der abstandstreuen Abbildung 7054, 054,,°TMB-
Es sei nun

A, = TBM (A)

Dann gilt AA'=BM=AM und damit (A, A, M) == A.
Damit gilt aber

(A) = (A", A, M)> = B

SQA/ M

Ensprechend gilt fr
CI = TBM (C)

(C)=B

Sgcrm
Nun gilt nach Satz 77?7

TBM © Sgpc © Sgap © TMB
o] o 1)
SgTB]\J(B)"'BM(C> SgTBM(A)TB]\/I(B) TBM TMB

SQMC’ © SQA/M
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und

SQMC/ o SQA/M (A)

(B)

SgMc’

= C

Damit ist

TBM © Sggc © Sgap © TMB

eine abstandstreue Abbildung mit Fixpunkt M, die A nach C' abbildet.
Als Produkt zweier Spiegelungen mu diese Abbildung eine Drehung sein.
O

Satz 7.8 FEs seien drei Punkte A, B, C' nicht kollinear gegeben. eapc sei die
von A, B und C' aufgespannte Ebene.

Ein Punkt M € eapc sei gegeben mit A(}\/[:BC]LW:C(}W.
Dann gilt fr einen Punkt D € expc mit D # A, C

ABBC - ADDC
genau dann,wenn
BM=DM
qgilt.

Beweis zu 77: Wir mssen zeigen,da

S g OS g =S g OS g
MBC MAB  MDC  MAD
a a
genau dann gilt,wenn BM =DM gilt.
Es ist nach Satz 7?7

S g oS g
M BC M AB

= 8§ g OS g OTBMOTMB
MBC  MAB

= TBMOSQBCOSgABOTMB

= damc
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Es seien A, C' und D nicht kollinear.

Es sei M’ € eapc der Punkt mit AM'=DM'=CM’. (M’ existiert eindeutig
nach Satz ??.) Dann gilt entsprechend

S g oS g :dAM’C
T T
M'DC M'" AD

Gilt nun B(}W:D(}W, und liegen A, C, D nicht kollinear, so gilt M = M’.
Damit gilt

S 9. oS 9. =S 9. oS 9.

MBC  MAB MDC M AD
Angenommen, A, C' und D Igen kollinear. Dann wre
BM=DM=AM=CM

Damit mte D = A oder D = B entgegen der Voraussetztung gelten.
Sei nun

ABBC = ADDC

vorausgesetzt. Dann knnen die Punkte A, C, D nicht kollinear liegen.
Es gilt

S g oS g =S g oS g
T T T T
M BC M AB M DC M AD
Dann gilt

daypc
S g oS g
T T
MDC  MAD
= TM'M©CS g oS g O Tymm
T e
M'DC  M'AD
= Tarm © danrc © T

Setze
A/ = TMmM (A)
C/ = TMM! (C)
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Dann gilt
C, = TmMM' (C)

TMM!' © dAMC (A)

= Tam © Tarnr © danmre © T (A)
= dawc (4)

Angenommen, es gilt M # M’.
Wegen AM=CM und AM'=C M’ ist gume Fixgerade von sac. Damit gilt

¢ (4)

= SQMM/

Wre A" € gapr, so mte A € gy und damit C' = A entgegen der Vorausset-
zung gelten. Damit gilt

A gamr

Setze

A= (M, A, M")
so mu dann

Ay = (M,C, MO

gelten.
Setze nun

Ay = (M, M' A)O

Es ist wegen A;M :A;}\J’ :A(}\/[
M = (Ag, M, A)

Weiter gilt

M = (M, A Ao

Wegen MﬁM’ :A;l’ :Aerng;ll liegen Ay, A, A’ € P kollinear.
Gilt Ay # A und Ay # A’, so gilt damit nach 77:

M = (AQ,M,A,) >
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und damit auch

Ay = (M, A", M') >

Angenommen, es gilt A, = A. Dann gilt
A= (M M, A=A

und damit

A'= (M, Ay, M)

und damit

Ay = (M, A", M') >

Angenommen, es gilt A, = A’. Dann gilt
A= (M, M A)O

Damit gilt aber A'a]W:Alc}\/[’ :ACJLW:A’?W’ und damit

Ay =A"=(M,A, M)

Nun sind (A, M', M, Ay) und (Ay, M’,C, M) Parallelogramme. Damit ist
auch (M, C, M, Ay) ein Parallelogramm. Weiter ist (M, C,C", M') ein Paral-

lelogramm. Damit ist (M, Ay, M’ C") ein Parallelogramm.
Damit gilt aber

CI = SQM]\/I’ (A/)
und also
C, = SAC (A,)

Da nun A’ & gapp gelten mu, kann analog zum Beweis von 7?7 nicht
C' = dnc (A)

gelten. Das ist ein Widerspruch.
Damit mu M = M’ gelten.
O

Satz 7.9 Es seien vier Punkte A, B,C, D in einer Ebene e gegeben. A, B
und C seien nicht kollinear. Dann gilt:

e — — —

ABBC = ADDC = ACCB = ADDB
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Beweis zu ??: Nach Satz 72 gibt es ein M € e mit AM=BM=CM.
Nach Satz 77?7 gilt dann auch BC}W:DC}W.
Damit gilt aber auch C’?\/[:DG.LM und damit wieder nach Satz 77?7

ACCB = ADDB

O
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8 Konstruktion euklidischer Geometrien

8_1 Winkelbewegungen

Def. 8.1 Es sei eine Ebene e gegeben. Eine Bijektion

O“:{)e( : a&)

mit einem Fizpunkt F' hete eine Winkelbewegung auf e, wenn gilt:

A C AB D = o(C) a(A)a(B) a(D)

A,B,C,Dee

Weiter mu gelten:

/\ rs = a(r)a(s)

™
7SER -0

Beweis zu ??7: Damit a(r/)a(s) bildbar ist, mu

/\ a(r) ER_,

'f‘e’]”éfo

gelten.

Fr jede Winkelbewegung « gilt aber:
A a(AB) =a(A)a(B)eR

A,BEP

Gilt ATBEfQ,O, so gilt A # B. Da « injektiv ist, gilt auch «(A) # a(B) und

damit oz(ArB) ER_,.
O
Aus der Definition ergibt sich sofort:

Bem. 8.1* FEs seien o und 8 zwei Winkelbewegungen auf einer Ebene e mit

Fizpunkt F. Dann sind auch oo 8 und o=t Winkelbewegungen mit Fizpunkt
F.

Bem. 8.1** Fs sei a eine Winkelbewegung mit zwei Fizpunkten Fy # F5.
Dann mu « bereits die Identitt sein.
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Beweis zu 7?7: Es sei ein Punkt B € e mit B € gp g, gegeben. Dann mu fr
B’ := «(B) gelten:

FBFB = oFFy)a(FB)

— FFFRB

Wegen der Eindeutigkeit des Winkels gilt damit FIB:FlB’ . Entsprechend
gilt FyB=F,B’. Damit gilt aber

B' € grs N grn

und damit B = B’ wegen der Eindeutigkeit des Schnittpunktes.

Gilt B € gg, p,, so whle Fy & gp p,. Nach der berlegung oben gilt a(F3) = F3.
Weiter gilt B € gp, p, und damit wieder B = B’.

O

Satz 8.2 Zu drei Punkten F, A, B mit F # A gibt es hchstens eine Winkel-
bewegung mit Fizpunkt F', die A nach B abbildet.

Beweis zu ?7: Es seien a und  zwei Winkelbewegungen mit Fixpunkt F
die A nach B abbilden.

Dann ist nach ?? a~! o 8 wieder eine Winkelbewegung.

Weiter gilt

atopB(A)=at(B)=A

Damit hat a~! o 8 zwei Fixpunkte und ist nach ?? die Identitt. Damit mu
aber a =  gelten.
O

Def. 8.3 Es seien drei nicht kollineare Punkte O, A, B € P gegeben. epap
sei die von O, A, B aufgespannte Ebene. Dann heie die Abbildung

a ._ ) eoap — €0AB
OAB - X —— QOAB (X)

mit

{aoan (X)} = 0 OX OAOBN X OX OAAB
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fr X # O und
Ao AB (X) = O
fr X = O Winkeldrehung von A nach B um F.

Beweis zu ??7: Es mu sichergestellt werden, da die Menge
0 OX OAOBNX OX OAAB

aus genau einem Punkt besteht.

—

Nach 7?7 gibt es genau eine Relation a 67%_0 mit OX OAOB a und entspre-

chend genau eine Relation b 67%,0 mit OTX OTAATB b.
Angenommen, es glte a = b. Dann mte

OAOB = OAAB

und damit OTB:ATB gelten. Damit Igen die Punkte O, A, B entgegen der
Voraussetzung kollinear.

g g
Es gilt also a # b. Damit enthlt aber die Menge Oa N X b genau einen
Punkt. Angenommen, dies wre der Punkt O.

Dann glte b = OX. Damit wre OTA:ATB entgegen der Voraussetzung.

Angenommen, es wre der Punkt X, so wre OX = a und damit OA=0RB
entgegen der Voraussetzung.

Damit enthlt die Menge Oa N Xb genau einen Punkt.

O

Satz 8.4 FEs sei eine Ebene e gegeben. Ferner seien drei nicht kollineare
Punkte O, A, B € e gegeben. Dann ist die Winkeldrehung apap eine injektive
Abbildung mit dem Fixpunkt O, die A nach B abbildet.

Beweis zu ?77: Es seien zwei Punkte C, D € P\{O} gegeben mit apap (C) =
aQpAB (D)
Es sei

(B} = {apap (C)} = 0 OC OAOBN C OC OAAB

Dann gilt auch

—

{EY =0 0D OAOBND OD OAAB
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Dann gilt OCOE = OAOB und ODOE = OAOB.
Damit mu ab(z\ OTC:Ole\gelten. - -
Weiter gilt OCCE = OAAB und ODDE = OAAB
Damit mu C’TE:DTE gelten.

Angenommen, es glte OC=CE. Dann glte auch OC=0FE und damit OA=0OB
entgegen der Voraussetzung.

Gilt aber OTC#C’TE , S0 ist damit
(CY = 0 0CNE CE
O ODNE DE
= {D}

Damit mu die Abbildung injektiv sein.
Auerdem gilt

0 OAOAOBNAOAOAAB
— OOBNAAB
{B}

Damit bildet die Abbildung A auf B ab.
O

Satz 8.5 FEs sei eine Winkeldrehung apap auf einer Ebene e gegeben.

Dann gilt fr alle r 67% mit Or C e: Setzt man

—

ri=r OTAOTB
so gilt

XrY > AOAB (X) T,CLOAB (Y)

Beweis zu ?7: Es sei eine Relation r 67%_0 mit Or C e beliebig gegeben.
Zwei Punkte X,Y € e seien gegeben mit X rY. Es sei

—

ri=r OTAOTB
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—

s:=rABOA
g 9
{U}=XrnOs
Wegen OTA#ATB gilt r # s, der Schnittpunkt U existiert also und ist eindeu-

tig.
Weiter gelte:

U/ = Q0 AB (U)
X’ ‘= A0 AB (X)
Y/ = AQpAB (Y)

Um X' "Y' nachzuweisen gengt nun der Nachweis einer der folgenden Flle:
Esgilt X' =U"und U' 7Y’

Es gilt Y =U" und X' ' U’

Esgilt X' Y X' U und U'r'Y".

Da apap injektiv ist, ist das bewiesen, wenn einer der folgenden Flle gilt:
Esgilt X =U und U' 7" Y’

Esgilt Y =U und X' 7' U’

Es gilt X' 7' U und U' 7" Y.

Da

Xru{X}=Yru{y}

gilt, gengt es damit fr jedes beliebige X # U zu zeigen:

Xl 7,,/ U/

Angenommen, es gilt U = O. Dann gilt auch U’ = O und r = OX.
Es gilt wegen X' = apap (X)

OXOX' = OAOB

Damit gilt aber bereits O r’ X’ und damit U’ r’ X".

Angenommen, es gilt X = O. Dann gilt auch X’ = O und r = OU.
Es gilt wegen U’ = apap (U)

—

OUOU" = OAOB
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Damit gilt aber bereits O r' U’ und damit X'’ U’.
Es sei im folgenden U # O und X # O vorausgesetzt.
Dann gilt wegen U’ = apap (U)

OUUU" = OAAB

Weiter gilt s = OU.

Damit gilt

r OU = ABOA

Damit gilt r U,

Es gilt wegen X' = apap (X)

OXOX' = OAOB

OXXX'=OAAB

und damit auch

OX'XX' = OBAB

Entsprechend gilt wegen U’ = apap (U)
OU'UU' = OAOB

Damit gilt

— —

OX'X X' = OU'UU

Nun gilt aber r —XU=UU" und damit auch r =XU’ oder X = U".
Angenommen, es glte X = U’.Dann wre UU'=X X’. Wegen

OXXX' = OUUU

glte dann auch OTX:OTU —X U.

Damit glte OTU =UU’ und damit OTA:ATB entgegen der Voraussetzung.

Frr —XU' gilt

OX'XX' = OU' XU’
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Nach Satz 7?7 gilt dann auch
OXOX' = XU'U'X'

Damit gilt aber

OAOB =1 U'X’

und damit X' U’.

O

Satz 8.6 Es seien O, A, B nicht kollineare Punkte auf einer Ebene e. Dann
gibt es genau eine Winkelbewegqung mit Fixpunkt O, die A in B berfhrt.

Beweis zu ?7: Nach Satz 7?7 gibt es hchstens eine solche Winkelbewegung.
apap ist eine injektive Abbildung mit Fixpunkt O, die A in B berfhrt.
Es seien zwei Punkte X # Y € e gegeben. Dann gilt nach Satz 77 fr alle

XY €emit X' XY V'
Ao AB (X,) ){Y OTAOTB Ao AB (Y/)

Wegen X Xr Y Y gilt dann:

T

aoas (X') aoap (Y')

— XY OAOB
= apap (X)aoap (Y)

Es seien nun zwei Relationen XTY, X’Y’E{Q_o mit X, Y, X' )Y’ € e beliebig
gegeben.
Es mu gezeigt werden:

—

XYX'Y' = apap (XY) GoAB (Xﬁf/)

Nach Satz 77?7 gilt aber

—

XTYCLOAB)(TGOABY
— 0AOB

r r
= X’Y’CLOABXIGOABYI
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Damit gilt nach Satz 77

— —

T s

XYX'Y' = aoap (X)aoap (Y)aoas (X') aoap (Y?)

Um zu zeigen, da apap eine geeignete Winkelbewegung ist, mu damit nur
noch die Surjektivitt nachgewiesen werden.

Es sei X € e beliebig gegeben. Fr X = O gilt apap (O) = O.

Fr X # O setze

X/ = apBA (X)
Dann gilt
OXOX' = OBOA

und

OXXX' — OBAB

Damit gilt auch

OX'OX — GACB

und

OX'X'X' — GAAB

Damit gilt aber apap (X') = X

Damit ist apap surjektiv.
O

Satz 8.7 FEs seien O, A, B drei beliebig gegebene Punkte auf einer Ebene e
mit O # A, B. Dann gibt es genau eine Winkelbewegung mit Fixpunkt O, die
A in B berfhrt.

Beweis zu 77: Liegen O, A, B nicht kollinear, so ergibt sich der Satz aus Satz
??

Es seien nun O, A und B kollinear. Whle ein C € e, das nicht kollinear zu
0O, A, B liegt.
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Dann existieren die Winkelbewegungen apac und apcp. Damit ist apcp ©
apac ebenfalls eine Winkelbewegung mit Fixpunkt O und

aocs © apac (A) = aocs (C)
= B

Liegen die Punkte O, A, B kollinear, so ist eine Winkelbewegung mit Fix-
punkt O, die A in B berfhrt, eine Dilatation mit Fixpunkt O, die A nach B
berfhrt.

Wegen der Eindeutigkeit der Dilatationen ist die Winkelbewegung damit
eindeutig gegeben.

O

Aus dem Beweis von Satz 77 ergibt sich:

Bem. 8.7* Es gibt zu drei kollinearen Punkten O,A,B € e genau eine
Dilatation mit Fixpunkt O, die A in B berfhrt.

Jede Winkelbewegung mit Fixpunkt O ist entweder eine Winkeldrehung oder
eine Dilatation mit Fizpunkt O.

Jede Dilatation mit Fixpunkt O ist die Verknpfung zweier Winkeldrehungen
mit Fizpunkt O.

Liegen im folgenden O, A, B kollinear O # A, B, so bezeichne apap die Di-
latation mit Fizpunkt O, die A in B berfhrt.

Fr A # O bezeichne apao die Nullabbildung.

Satz 8.8 Die Winkelbewegungen mit Fixpunkt O auf einer Ebene e bilden
bezglich o eine kommutative Gruppe.

Beweis zu ?7: Es mu nur noch die Kommutativitt nachgewiesen werden.
Da Dilatationen als Verknpfung zweier Winkeldrehungen darstellbar sind,
gengt es dazu, die Kommutativitt der Winkeldrehungen nachzuweisen.

Es seien zwei Winkeldrehungen apap, apoac gegeben.

Dann liegen die Punkte O, A, B und O, A, C' jeweils nicht kollinear.

Es mu gezeigt werden:

AQOAB © G0AC = AOAC © A0AB
Setze zunchst

D :=apap (C)
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E = apAC (B)
Dann gilt

apap © apac (A) =D

und

apac © aoap (A) =E

Es gengt nun wegen der Eindeutigkeit der Winkelbewegungen D = E nach-
zuweisen.
Es ist

ODOB = apus (orc) Gonn (OTA)
— 0COA
— apuc (dA) oA

—

= aopAC <OTB> OTB

— OEOB

und damit OTD:OTE. O,C und D knnen nicht kollinear liegen, da sonst
O, A, B kollinear liegen wrden. Damit gilt D = F.
O

Satz 8.9 Man kann aus dem affinen Relativ (73,7%) mit den Methoden aus
Satz 7?7 einen Vektorraum (V,Kp) konstruieren.

Dieser Vektorraum ist kommutativ.

Beweis zu ?77: Ist (P, 7%) das zu einer affinen Ebene gehrige Relativ, so gilt
auf ihm wegen der Existenz der Dilatationen der groe Satz von Desargues.
Weiterhin sind die Dilatationen kommutativ, die Ebene also pappussch.

Ist (73,7%) das affine Relativ zu einem mehr als zweidimensionalen affinen
Raum, so gilt der groe affine Satz von Desargues ohnehin.

Die damit im Raum existierenden Dilatationen sind auf eine Ebene einge-
schrnkt wiederum kommutativ.

Damit mssen sie aber auch insgesamt kommutativ sein. Wiederum ist der
Raum also papussch.

O
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8_II Quadratische Dilatationen
Betrachte zunchst folgende Abbildung:
Def. 8.10 FEs sei eine Ebene e gegeben. Fs seien drei nicht kollineare Punkte

O,A, B € P gegeben. epap sei die von O, A, B aufgespannte Ebene. Es sei
eine Abbildung

d L €0AB — €0AB
OAB = i
X = apap (X)

mat

{ab s (X)) = 00X OBOAN X OX ABGA
fr X # O und

apap (X) =0

fr X = O definiert,die die zu apap tnvertierte Winkeldrehung heie.
Liegen O, A, B kollinear mit A # O, so sei

7
Apap = A0OAB

Bem. 8.10*% Liegen O, A, B nicht kollinear, so ist a5 selbst eine Win-
keldrehung.

Es gqilt fr jede Gerade g mit g C e und O € g
UOAR = 00s,(A)sy(B)

Insbesondere gilt
Apap = A0 Asqg,, , (B)

Beweis zu 77: Betrachte die Punkte

A= 54 (A)
und
B' = s, (B)
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Es gilt nach Satz 77

—

OAOB = s,(0A)s, (OB)

—

— OBOA

und

OAAB = s,(0A)s, (AB)

Damit gllt aber aiOAB = apA'B’-
O

Satz 8.11 Fr drei nichtkollineare Punkte O, A, B ist a’, 45 © apap €ine Di-
latation auf der von den Punkten O, A, B aufgespannten Ebene epap.

Beweis zu 77: Es gilt fr beliebiges X € epap mit
X1 = Qo AB (X)

Xz = apap (X1)

OXOX, = OAOB

und

0X,0X, = OBOA
Damit gilt
O0XOX, = OAOA

und damit OTX:OSQ. Damit liegen O, X und a}, 45 © apap (X) auf einer
Geraden. Damit mu aber die Winkelbewegung

7
o © GOAB

eine Dilatation auf der Ebene ep4p sein.
O

91



Def. 8.12 FEs seien drei Punkte O, A, B € P mit O # A gegeben. Dann sei
eine quadratische Dilatation qoap zu O, A, B folgendermaen definiert:

_J P — P
doAB - X — JoAR (X)

Dabei gelte auf jeder Ebene e mit O, A, B € e

7
doAB = ApaB © GOAB

Auerhalb solcher Ebenen bezeichne fr B # O qoap die eindeutig gegebene
Erweiterung der Dilatation auf den Raum.

Fr B =0 sei qoap die Nullabbildung.

Def. 8.13 Es seien zwei Punkte O # I € P auf einem euklidischen Relativ

(73,7%, 7(13) beliebig gewhlit. Kp sei der Krper der Dilatationen mit Fixpunkt
0.

Dann heie

los=1 2 — Ko
0T\ X s | Xlor = dorx

Dilatationsnorm auf P bezglich der Punkte O, 1.

8_III (Quadratische Normen in der Ebene

Lemma 8.14 FEs seien Punkte O # I und Punkte A, B # O in einer Ebene
e gegeben. Dann gilt

aora (B) = aors (A)

Beweis zu 77:

aQoBA (B) = A
=< aoproapra(B)=A
= aora (B) = aorp (A)
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Lemma 8.15 Fs sei (P,fz, 7%) ein euklidisches Relativ. Whle einen Punkt
O € P und betrachte den zugehrigen Vektorraum (P, Kp).

Es seien Punkte A, B # O beliebig gewhlt. Zwei Punkte XY € P seien so
gewhlt, da O, A, B, X,Y auf einer Ebene liegen.

Dann gilt
aoap (X +Y) = aoap (X) + aoap (V)
Weiter gilt fr beliebige Punkte A, X,Y € P
Sgoa (X +Y) = 8904 (X) + 840, (Y)

Beweis zu ?7: Es gilt apap (O) = O.

Da apap Parallelogramme in Parallelogramme abbildet, mu apap (X +Y)
der Parallelogrammschlu zu apap (X), 0, a0ap (Y) sein

Damit gilt

ApAB (X -+ Y) = QO AB (X) + aQoAB (Y)

Da auch Spiegelungen Parallelogramme in Parallelogramme abbilden, luft
hier der Beweis analog.
O

Satz 8.16 FEs sei (73,7%, 7%) ein euklidisches Relativ und ||||,; eine Dilatati-
onsnorm.

Dann gilt
[Allo; =0 = A=0

Beweis zu 77: Es gilt

||A||01:O
=< apra©aoa=0
< a’bIA:O\/aO[A:O
= A=0
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Satz 8.17 FEs sei (73,7%,, 7%) ein ebenes euklidisches Relativ, (V,Kp) der zu-
gehrige Vektorraum und |||, eine Dilatationsnorm.

Dann ist ||||,; eine quadratische Norm.

Beweis zu 77: Es seien X,Y € P und eine Dilatation £ € Kp beliebig
vorgegeben. Dann gilt

+

X +E&-Ylo (1)
Ao1(x +hy) © Go1(x+ky) (1)
AOTIsy,, (X +kY) (X + k- Y)
AOTIsy,, (X+kY) (X) + ao1s,,, (x+8v) (k- Y)
aorx (Sgo; (X +k-Y)) + aomy (Sgo, (X +k-Y))
aorx (Sgo; (X)) + aorx (Sgo, (k- Y))
aorky (Sgo; (X)) + aorey (sg0, (k- Y))
aprx (X) + k- aorx (540, (Y))
k- aors,,, (x) (Y) + abppy (k-Y)
H)(HOI( ) + K[V [lo; (1)
(aOIY (X) + aiOIX (Y))
||X||01 (1) + B [Vl or (1)
k- (apry (X) +aprx (V) + aprx (X) + appy (V)
[ Xlor (1) 1Y [lor (1))
||X||01 (1) + & [Vl o (1)
k- (apry (X +Y) +apx (X +Y) = [ X]lor (D [[Y]lo; (1))
||X||oz( )+ K Yo, (1)
k(X +Yllor (1) = 1 Xlor (DY lor (1))

Es seien X,Y, Z € P beliebig gegeben.Dann gilt

_I_
_|_

X +Y + Z o, (1)
albI(XJrYJrZ) (X+Y+2)
aiOI(X+Y+Z) (X) + az)I(X-s-Y-i-Z) (Y)+ aé)[(X—i—Y-&-Z) (2)
abrx (X +Y +2) +abpy (X +Y +2) +ab, (X +Y + 2)
aprx (X) + aprx (V) + apx (2)
aé)IY (X) + aiOIY (Y) + aiOIY (2)
( )

a1y (X) +aprz (V) + apr, (Z)
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= aprx (X +Y) + aprx (X + Z) — ap;x (X)
+ apry (X +Y) +apy (Y +2Z) —agpy (Y)
+ apry (X +2) + apy (Y + Z) — a4 (Z)
= aiOI(X—i-Y) (X)+ aiOI(X—l—Z) (X) = aprx (X)
+ aiOI(X—',-Y (Y) + aOI iz (V) — apry (Y)
+ aiOI(XJrZ (2) + aoz (r+2) (Z) = apz (2)
= agI(X+Y (X+Y)+ aOI(X-i—Z) (X+2)+ az)I(Y-&-Z) Y +2)
- aiOIX (X) - aOIY (Y) - aozz (2)
= X + Yo (1) + [ X+ Zlo (1) + Y + Zl| o (1)
= | Xllor () = I¥llor (1) = 1 Z| o7 (1)

8_ IV Dilatationsnormen auf nicht ebenen euklidischen
Relativen
Es sei nun (P, 7%, 7(12) ein euklidisches Relativ, das nicht eben ist.
Es soll versucht werden, auch fr diesen Fall zu beweisen, da ||||,; eine

quadratische Norm ist.
Dazu wird zunchst eine weitere Dilatation eingefhrt.

Im folgenden bezeichne (77,7%7 7a2) ein euklidisches Relativ O # [ € P
seien zwei beliebige fest gewhlte Punkte. Kp sei der Krper der Dilatationen
mit Fixpunkt O.

Def. 8.18 FEs seien ein Punkt A # O und ein Punkt B € P beliebig gegeben.
Dann sei ein zugehriger Punkt Pag gegeben durch

Py :=54,,(B)+ B

Weiter bezeichne fr Pag # O lap diejenige Dilatation, die den Punkt A in
den Punkt Pap berfhrt.

Fr Pyg = O sei lag die Nullabbildung.

Beweis zu ?7: Es mu Psp € goa gezeigt werden.
Es gilt Pap = (B, O, SQOA (B))<.

Damit gilt OB Sgoa (B) Pip und BJ?’ABZSQOA (B) 0.
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Weiter gilt OaB:OngA (B).
Damit gilt OB=PspB und damit (O, B, Pyy) <= B.
Fr Pap # O gilt dann:
(B) = (O,B,Pyp)<
= Sgou (B)

SQOPAB

Damit mu aber goa = gop,, gelten.
O

Def. 8.19 FEs sei zu jedem Punkt A # O eine Abbildung

I P — K
AT X — (X)) =y

auf den Krper Kp der Dilatationen definiert.
Fr A= 0 sei

Dann gilt

Satz 8.20 Fr jedes A € P ist 1y eine lineare Abbildung. Weiterhin gilt

A A lea(B)=k'14(B)

A,BEP keKp

Beweis zu ??7: Fr A = O gilt die Behauptung sofort.
Es sei im folgenden A # O.
Fr beliebige Punkte B, C € P gilt

la(B+C)(A)
= Sgo0 (B+C)+B+C
= SQOA<B>+SQOA<B)+B+C
= 1a(B)(A)+14(C) (A)

96



Weiter gilt fr beliebige Punkte B € P und beliebige Dilatationen k£ € Kp

la (k(B)) (A)

Sgoa (K(B)) + k(B)
= k(5904 (B)) + K(B)
= k(8404 (B)) + B)
= kla(B)(4)

da Dilatationen Parallelogramme in Parallelogramme berfthren und Spiege-
lungen und Dilatationen nach Satz 77 vertauschbar sind. Weiter gilt

l(a) (B) (k(A))
Sgok(a) (B)+B
= 8404 (B)+ B

= 1a(B)(4)

= k74 (B) (k(A))

O

Satz 8.21 FEs st fr alle Punkte A, B € P
1Blloa©ls(A) =1a(B)

Beweis zu 7?: Gilt A = O, so gilt 4 (B) = 0 = I (A). Damit gilt die
Behauptung.

Fr B = 0 luft der Bweis analog.

Es sei im folgenden A, B # O. Dann gilt:

[1Blloa o ls (A) (A)
= apapolp(A)oaoap (4)
= 0Asy,,(B) (8905 (A) + A)
= Q0Asg, ,(B) (8903 (A)) + Sgoa (B)
= aiOAB (SQOB (A4)) + Sgoa (B)
= Q0sg,5(A)B (SQOB (A)) + Sgoa (B)
= B+ 540, (B)
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und

la(B)(A) = 840, (B) + B
Damit gilt

la(B) (A) = ||IBllpa 015 (A) (A)
Damit gilt aber bereits

la(B) = ||Blloaols (A)

O

Satz 8.22 Es gilt fr alle Punkte A,B € P
lA4(B)=0%=1g(A)=0

Beweis zu ??7: Es gilt nach Satz 77
[Allop 0 la (B) =15 (A)
Gilt 14 (B) =0, so mu danach auch [p (A) = 0 gelten.

O

Satz 8.23 Liegen die Punkte O, A, B,C € P in einer Ebene, so gilt
la(B)olp(C)olc(A) =1p(A)olc(B)ola(C)

Beweis zu ??: Gilt {4 (B) = 0, so gilt auch I (A) = 0. Damit gilt in diesem
Fall die Gleichung.

Fr il (C) =0 oder ¢ (A) = 0 gilt die Gleichung aus analogen Grnden.

Es sei nun l4 (B),l5 (C),lc (A) # 0 vorausgesetzt.

Dann gilt

lA (B) 9 lB (C) o lc (A) = lB (A) ¢) lc (B) o) lA (C)
=~ [Blloa° IClop o [Alloc = ¢
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Nun gilt auf der von O, A, B, C' aufgespannten Ebene

[1Blloa° ICop° 1Alloe

aé)AB o apaB © aiOBC o appc © aiOCA o apca

= Q0sg, 4, (C)A © AOsy, , (B)sg, 4 (C) © AOAsy, ,(B) © @OCA © AQOBC © A0AB
A0AA ©ApAA

L

Damit ist die Behauptung bewiesen.
O

8_ V Senkrechte

Satz 8.24 Ist (P,{Z, 7%) ein euklidisches Relativ, dessen zugehriger Vektor-
raum (V, Kp) mehr als zweidimensional ist, so gilt im Krper Kp 2 # 0.

Beweis zu 7?7: Angenommen, es gilt im Krper Kp 2 = 0. Es sei ein Punkt
A # O gegeben. Dann gilt fr B € goa
la(B)(A) = 890, (B)+ B

# O

da sonst sy, (B) = B gelten mte. Damit ist [4 (B) nicht die Nullabbildung.
Es sei nun ein Punkt C' € P beliebig gegeben. Setze

_1a(0)
D=1

B+C

Dann gilt

14(D) = 14(C)+14(C)
=0

Damit gilt
Sg0a (D) +D = Pap

99



Damit gilt aber D = s,,, (D).
Damit mu fr jedes C € P

4 (C)
la(B)

gelten.

C+

B € goa

Damit kann die Geometrie hchstens zweidimensional sein.
O

Beim Beweis,da |||/, auch fr mehrdimensionale Geometrien eine euklidi-
sche Norm ist, kann damit 2 # 0 vorausgesetzt werden.

Fr diesen Fall kann der Begriff der Senkrechten fr die euklidischen Geo-
metrien eingefhrt werden.

Def. 8.25 Zwei Geraden g # h sollen senkrecht zueinander heien, in Zei-
chen

gLh
falls sie einen gemeinsamen Schnittpunkt haben und falls

/\sh(A)Eg

Aeg

qgilt.
Bem. 8.25* FEs gilt
gLh > hlg

Beweis zu ?7: Es gelte g_Lh.

Whle einen Punkt G' € g mit G & h.

Dann gilt G' := s;, (G) € g und wegen G € h G # G'.
Whle einen Punkt H € h beliebig.

Es gilt GH=G'H.

Damit gilt (G, H,G") <= H.

Damit gilt fr H' := s, (H) H' = (G, H,G")<.

Damit gilt aber GaH:G’aH’ und G?H :GC}[’ .

Damit gilt

GH' =G H=GH=G'H'
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H' ist also Fixpunkt der Trapezspiegelung sqqr.

Auf der Ebene, die ¢ und h aufspannen, gilt sqor = s,. Damit mu H' € h
gelten.

O

Satz 8.26 Es sei eine Gerade g C P und ein Punkt A & g gegeben. Dann
qibt es genau eine Gerade h mit A € h und gL h.

Beweis zu ?7: Betrachte den Punkt A" := s, (A). Wegen A ¢ g gilt A # A'.
Damit kommt als Senkrechte zu g durch A nur die Gerade g44/ in Frage.
Da Spiegelungen Geraden auf Geraden abbilden, mu fr g g4 nur noch ein
gemeinsamer Schnittpunkt von ¢ und g4 nachgewiesen werden.

Da g, A und A’ auf einer Ebene liegen, gengt es dazu zu zeigen:

g ¥ gan

Angenommen, es gelte g || gaar.
Whle zwei Punkte B # C' € g. Dann gibt es eine Dilatation k’ mit A — A" =
E'(B —C). Es gilt
A-A'=FK(B-0C)
=< A—(B,(B,AC)x,C)YO =F(B-C)
|A—-B|| - [[A-C]
1B —=C|

< A-B-C+ A+ (B-C)=K(B-0C)

Damit gibt es eine Dilatation k mit
1
A:§B+®+MB—@

Damit mte aber entgegen der Voraussetzung A € g gelten.
O

Bem. 8.26* Gilt im Krper Kp der Dilatationen 2 = 0, so gilt fr alle
A/ B,CeP mit A# B

T

C= Sgap (C) \% CSQOA (C):AB

Beweis zu 77: Es ist

Sgap (C> = (A> <A7 C> B) >, B)<>
A+ (A C,B)=<+B
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und fr ein geeignetes k € K

C+ (A, C,B) == k(A + B)

da C'(A, CT', B) =AB oder C' = (A, C, B) > gelten mu.
Damit gilt

C+54,,(C)=(1+k)(A+B)

Damit gilt die Behauptung.
O

Def. 8.27 Zu einer Geraden g und einem Punkt A & g bezeichne
Al

den Schnittpunkt der Geraden g und der nach Satz 7?7 eindeutig existierenden

Geraden h.

Satz 8.28 Es seien Geraden g1,9o und h auf einer FEbene e gegeben. Gilt
dann ¢y || g2 und g1 Lh, so gilt auch goLh.

Beweis zu ??: Es sei g1 || g2 und hlg;. Dann gilt

N su(A) e g

Aegr

Da Spiegelungen parallele Geraden auf parallele Geraden abbilden, mu s, (g2) =
gs mit go || g3 gelten.

Da alle Geraden in einer Ebene liegen, haben aber g, und h einen Schnitt-
punkt S und es gilt S = s;, (5) € gs.

Damit mu g, = g3 gelten.

Damit gilt g Lh.

O

Satz 8.29 Es seien paarweise verschiedene Geraden gy, g2, h mit einem ge-
meinsamen Schnittpunkt A und g Lh und g, Lh gegeben.

e sei die von den Geraden g, und g aufgespannte Ebene. Dann gilt fr jede
Gerade g3 C e mit A € g3

gth
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Beweis zu ?7: Es sei ein Punkt B € h mit B # A gegeben. Betrachte
By = Sg1 (B>
By =54, (B)

Es gilt AB=AB,=AB, und B, By, B, € h. Weiter gilt B # By, By. Damit
ist (B, A, B;, A) fr i = 1,2 ein Abstandsparallelogramm.

Da alle Punkte kollinear liegen, mu damit (B, A, B;, A) Parallelogramm sein.
Damit mu B; = B, =: B’ gelten. Betrachte die Trapezspiegelung sgp/. Da
diese auf der Ebene, die durch h und ¢, aufgespannt wird, der Geradenspie-
gelung s,, entspricht, sind alle Punkte der Geraden ¢; Fixpunkte von spp.
Entsprechendes gilt fr die Gerade g».

Damit sind aber nach Satz 7?7 alle Punkte der von g; und g, aufgespannten
Ebene - also insbesondere auch die Punkte von g3 - Fixpunkte von sgp:.
Auf der von g3 und h aufgespannten Ebene sind also alle Punkte von g3
Fixpunkte von spp/. Damit gilt aber auf dieser Ebene sy, = spp.

Damit aber gilt s,, (B) = B’ € h.

O

Satz 8.30 Fr zwei Punkte A # O und B & goa gilt stets
BLQOA =0 % lA(B):O

Beweis zu 77:

BJ—QOA =0

O € gs,, ,(B)
OB=0s,,, (B)

(B,0, 845, (B)O =0
B+ Sgoa (B> =0
l4(B)=0

X X x x X

O
Satz 8.31 Fr jeden Punkt A # O gilt
la(A)=2
Fr zwei Punkte A # O und B & goa mit goalgap gilt stets

14 (B) =2
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Beweis zu ??: 14 (A) ist diejenige Dilatation, die A in den Punkt
Pag =840, (A) +A=2A

berthrt. Damit gilt

la(A)=2

Betrachte nun die Gerade go(p—a) = ga—ayB-4) || 948
Es gilt go(p—4)Lgoa und damit nach Satz 77

IA(B—A)=0

Da l4 eine lineare Abbildung ist, gilt damit

Satz 8.32 FEs seien drei nichtkollineare Punkte A, B,C' # O mit O, A, B,C €
e fr eine Ebene e und mit gacLgoc und gpclgoc gegeben. Weiter gelte

goa /gos

FEs bezeichne

Dann gilt garpLgoc.
Beweis zu ??7: Es gilt nach Satz 77
la(B)olp(C)olc(A) =lp(A)clc(B)ola(C)

Nach Satz ?7? gilt weiter I4 (C) =2 =[5 (C).
Damit gilt

ZA (B) O lc (A) = lB (A) @) lc (B)

Weiter gilt fr geeignete Dilatationen ki, ky € Kp A = k1A’ und B = ko B'.
Dabei gilt kq, ko # 0.

Wre nmlich k; = 0, so wre A’ = O und damit goplgoa. k2 # 0 folgt
entsprechend.
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Damit gilt

ki kol a (B o kyle (A') = k3 Mkylp (A') o kyle (B')
=~ ICQZA/ (B/) O lc (B/) == kllB’ (A/> e} lc (A,)

Nun gilt gapLgoa. Damit gilt [, (B) = 2 und damit {4 (B') = 2k, L
Entsprechend gilt I (A") = 2k
Damit gilt

lc(B) =1c(4)

Damit gilt lc (B — A’) = 0 und also gocLgos—ar)-
Damit gilt auch goclga p.
O

Satz 8.33 Es seien drei nichtkollineare Punkte A, B,C # O mit gacLgoc
und gpoclgoc gegeben. Weiter gelte goa /Lgos.

Es set
A, = BLgOA
B/ = AJ_gOB

Dabei gelte A’, B # O.
Dann gilt

A,Lgoc =D ,Lgoc

Beweis zu 77: Es sei Cy == A’ .
Um Cy = B!, . zu zeigen, gengt es dann gc, pr L goc nachzuweisen.

Liegen die Punkte O, A, B, C' in einer Ebene, so gilt nach Satz ?? g4/p Lgoc.
Wegen gac, Lgoc und wegen der Eindeutigkeit der Senkrechten von A’ auf
goc gilt dann gap = gacy, = gpc, und damit auch gpc, Lgoc.
Angenommen, C liegt nicht auf der Ebene epsp. Betrachte die Geraden
91,92 C emit g1 Lgoa A € g1 und g2 Lgop B € g

C'" sei der Schnittpunkt von ¢g; und gs.

Dann bilden A, B,C’" und A’, B’ eine Konfiguration wie in Satz ?7.

Damit gllt gA’B’—LgOC"
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Weiter gilt wegen goalgacr und goaLlgac auch goalhy, wobei h; die Par-
allele zu goer durch A sei.

Entsprechend gilt fr hy als die Parallele von goor durch B gogLhs.

Damit gilt aber fr h3 als die Parallele von gocr durch O goaLhs und gog L hs.
Sei hy die Parallele von ga/p durch O. Dann gilt auch hyLhs.

Nun sei C” der Schnittpunkt von g4 p und gocr. h sei die Parallele zu gocr
durch C”.

Dann gilt hlgap.
Wegen h lgsp und gap Lgocr gilt fr die Parallele b’ von goc durch A’

h/J_g A’ B’
Wegen gc, - Lgoc gilt auch go, 4 LA und damit go, 5 L goc-

O

Satz 8.34 Fr alle Punkte A, B,C € P gilt
la(B)olg(C)ola(A)=1lg(A)olc(B)ola(C)

Beweis zu ?77: Fr A= O gilt I4 (B) =0=1[5(A).
Fr B =0 und fr C'= O gilt Entsprechendes.
Im folgenden seien A, B, C' # O vorausgesetzt. Es sei

A/ = CJ_gOA
B, = CJ_gOB

Gilt A’ = O, so gilt goaLlgoc und damit I4 (C) =0 =l (A). In diesem Fall
gilt also die Gleichung.

Analoges gilt fr B’ = O.

Es sei A", B' # O. Dann gibt es Dilatationen ki, ko € Kp mit ki, ko # 0 und
A, - 1{3114, B/ = kQB

Dann gilt

lA (B) @) lB (C) (©] lc (A) = lB (A) @) ZC (B) @) ZA (C)
=~ lA/ (Bl) o) ZB/ (O) o} lc (A,) == ZB/ (A,) (¢] lC (B,) o) lA/ (O)

Wegen goc—an-Lgoa gilt weiter l4 (C'— A’) = 0 und damit
L (C) = Ly (A) =2
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und entsprechend [p (C') = 2. Es bleibt also nur nachzuweisen

lA/ (B/) 9} lC (A/) = lB/ (A/) e} lc (B’)

Sei weiter
"n._ ol

A" = Blgom
"o, ot

B’ .= AJ-gOB/

Gilt A = O, SO gllt gOA’J—gOB’ und damit ZA/ (B/) = lB/ (A/)
Entsprechendes gilt fr B” = O. Auch in diesen Fllen ist der Beweis damit
gefhrt.
Gilt A”, B” # O,s0 gibt es wieder Dilatationen ki, ks # 0 mit A” = k; A’ und
B" = kyB'. Dann gilt
ZA/ (B’) o lc (A/) = lB/ (A/) e} lo (B/)
=~ kl_llA/ (B,) O lc (AH) == k?;llB/ (A/) o lC’ (B”)

Nun erfllen A’, B’,C und A”, B” die Vorausstzungen des Satzes 77, es gilt
also

Cri= Ao = Blyoe

Damit gilt goc,—a7Lgoc und goc,—pLgoc und damit
lc(C;—A") =0

und

lc(C,—B")=0

Damit gilt

kic (Ch) = 1o (A") =l (B”)

Es bleibt also nur noch nachzuweisen:

kitla (B') = kytp (A

Nun gilt go(ar—pLgoa und damit

Lo (B) = 1y (4"
- ]CllA/ (A/)
= 2k
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und entsprechend lp (A") = 2k2. Damit gilt

k’l_llA/ (B,) - kﬁ;llB/ (A/)
=< IC1_12]{31 = k’2_12]€2
=< 2=2

Damit ist der Beweis gefhrt.
O

Def. 8.35 FEs sei eine Abbildung

L 7)2 — Kp
/= { (X.Y) — f(X,Y)

mit

i (Y)

FX,Y) = ly (X)

friy (I) #0 und
FXY) = (XY +1) = f(X, 1)
frly (I) = 0 definiert.
Beweis zu ??: Damit f (X,Y) fr Iy (I) = 0 definiert ist, mu ly 7 (1) # 0 und

Ir (1) # 0 gelten.
Es ist nach Satz 7?7

I (I)=2#0
Weiter gilt Iy, (I) # 0 genau dann, wenn I; (Y + I) # 0 gilt.Es ist
LY +D)=LXY)+;(I)=0+2#0

O

Satz 8.36 f ist eine symmetrische bilineare Abbildung.
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Beweis zu ??7: Da [ linear ist, ist f im ersten Argument linear.
Es gilt fralle A, B € P mit l4([) #0und I (I) #0

f(A,B) = Zg%ﬂm
1 (B)lp(A)la(I)
Ip(I)la(1)
I5 (1) 14 (B)1; (A)
Ip(1)la(I)
i (A)
= lA(I)ZA(B)
= f(B’A)

Gilt nun g (1) =0 und 14 (I) # 0, so gilt

)=
FAB) = f(AB+I)=f(AI)

= f(B+1,A)— f(I,A)
f(B,A)

Frig(I)# 0 und l4 (I) = 0 luft der Beweis analog.
Gilt I (1) =0und l4 (I) = 0, so gilt

B)

[ (A4,
f(AB+1)—f(AI)

= f(A+I,B+I1)—fU,B+I)—f(A+1,1)+ f(I,I)
fB+LA+I)—fB+1,I)-fU,A+D)+ f(,1I)
f(B,A+1I)— f(B,I)
f(B,A)

Damit ist f symmetrisch.
Damit ist f eine symmetrische Bilinearform.
O

Satz 8.37 Es gelten zwischen ||||,; und f folgende Beziehungen:

N f (A A) =24,

AcP
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/\ f(A7B) = HA+ B||01 - ”A”OI - ”BHOI
A,BEP

Beweis zu ??: Es sei ein Punkt A € P beliebig gegeben mit 14 (1) # 0. Dann
gilt
lr (A)
AA) = l4(A
Fad) = HEL@
= ”AHOI la(A)
= 2 ||A||01

Es sei nun [4 (1) = 0.
Da O,I,A; A+ I, A— I auf einer Ebene liegen, gilt nach Satz 77

A= TIllor = l1Allor + 1 llor = WA+ Illor — 1Allor — Ilor)
und damit

2[[Allor = 1A =1Illop + 1A+ Illo; = 2|y

Weiter gilt {447 (1) # 0 und l4_; (I) # 0. Dann gilt

2||A||01 = ||A_I||01+||A+I||01_2||]||01
1

= JUA-LA-D+f(A+LA+I) - f(L])
_ ;(Qf(A,A)Jr?f(I,I))—f(fa[)
= f(AA)

Weiter gilt fr alle Punkte A, B € P

2([[A+ Bllos — l1Allor = 1Bllor)
= f(A+B,A+B)—f(AA) — f(B,B)
= f(AA)+ f(AB)+f(B A+ f(B, B)
—f(A,A) - f(B,B)
= f(AB)+[(B A)
= 2f(A,B)

Wegen 2 # 0 folgt daraus die Behauptung.
O
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Satz 8.38 ||||,; ist eine euklidische Norm.

Beweis zu ?7: Es gilt fr alle Punkte A, B € P und alle Dilatationen k € K

2[|A+ kB,
= f(A+kB,A+kB)
= [f(AA)+Ef(B B)+kf(A B)+kf(B,A)
= 2||Allg; + 2k*[|Bllo; + 2k(|A+ Bllor — |Allor — I1Bllos)

und damit
A+ kBl o =l Allo; + k| Bllo; + k(IA+ Bllo; — Il Allo; — 1Bllor)
Weiter gilt fr alle Punkte A, B,C € P

2| A+ B+ C|ly;

= f(A+B+C,A+B+C)

= f(A+B,A+B)+ f(A+C,A+C)+ f(B+C,B+(C)
—f(A,A) - f(B,B) - f(C,C)

= 2<”A+B||OI+||A+C||OI+HB+CHOI
— 1 Allor = [IBllor = IClor)

und damit

|A+ B+ Clly;

A+ Bllo; + A+ Cllo; + 1B+ Cllo;
IAllor = II1Bllor = IC o1

[Allor=0 = A=0

gilt bereits nach Satz ?77.
Damit ist |||, eine euklidische Norm.
O
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9 Synonimitt von euklidischen Relativen und
euklidischen Geometrien

Satz 9.1 Es sei (P, R, 7%) ein euklidisches Relativ.
Zwei Punkte O, 1 € P seien beliebig gewhlt.

Kp sei der Krper der Dilatationen auf (P, 7%, 7%) mit dem Fizpunkt O.

Dann ist (P, Kp) ein Vektorraum und ||||5; eine quadratische Norm auf die-
sem Vektorraum.

Die euklidische Geometrie (P,Kp, ||||o;) erflit die Bedingung ?7.

Beweis zu 77: |||/, ist in jedem Fall eine quadratische Norm.
Ist (P, Kp) zweidimensional, so folgt das nach Satz ?7?.

Ist (P, Kp) nicht zweidimensional, so folgt das nach Satz ?7.
Es sei im folgenden charCp = 2.

A, B,C € P seien beliebig gewhlt. Setze zunchst

A=A-B
B'=B-C
Dann gilt

A+B =A-B+B-C=A-C

Weiterhin liegen die Punkte O, A’, B’ genau dann auf einer Geraden, wenn
die Punkte O + B, A’ 4+ B, B’ + B -also B, A, C - auf einer Geraden liegen.
Es gengt also fr beliebige Punkte A, B € P zu zeigen:

[Allor + 1Bllor = |A+ Bllo;

gilt genau dann, wenn O, A, B auf einer Geraden liegen.
Es gilt

HAHOI_'_ 1Bllo; = “A"‘BHOI ‘
= apra©aora(I) +app o aors (1) = apriasp) © aoran) (1)
= A0Is,, (4) (A) + aors,, (B) (B) = aors,,, (a+B) (A + B)
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Weiter gilt

A0rsy,, (A+B) (A + B)
0I5y, (A+B) (A) + @ors,, (4+B) (B)
= ao14 (Sgo; (A+ B)) + aoip (540, (A+ B))
= ao14 (840, (A)) + aora (S, (B))
+ao1s (840, (A)) + aois (840, (B))

Damit gilt
[Allor +1Bllor = [A+ Bllo; % aora (sg0, (B)) = aois (S0, (A))
Angenommen, die Punkte O, A, B liegen auf einer Geraden. Dann gilt

aorA (SQOI (B)) = aOIsgo[(B) (A)

= 0Is,,,(4) (B)
= ao1B (840, (A))

Es sei nun umgekehrt

aora (SQOI (B)) = @oiB (5901 (A))

vorausgesetzt.
Setze

X = aora (3901 (B)>

Dann gelten die folgenden Winkelbeziehungen:

OIOA = Os,,, (B)OX

—

a

OIOB = Os,,, (A)OX
Da Spiegelungen die Winkel umkehren, ergibt sich mit

X' = Sgor (X)
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0104 = 0%0B
8108 = 0X'0A
Damit ergibt sich
0A0B = 0BOA
Damit gilt aber

Sg04 © Sgom (A) = SgoB © Sgoa (A>

und damit

Sg0a (SQOB (A)) = 390 (A)

Damit gilt s,,, (A) € goa.

Nach Bemerkung 7?7 gilt OTB:ngB (A) A oder s,,, (A) = A.

Fr sg,, (A) = Amu A € gop gelten. Damit liegen in diesem Fall O, A, B
kollinear. . )

Fr OTB:ngB (A) A=0A liegen O, A, B ebenfalls kollinear.

Damit gilt fr charK = 2

HA - BHO[ + HB - C”OI = HA - CHOI

genau dann, wenn die Punkte A, B und C' auf einer Geraden liegen.
O
Zu einer euklidischen Geometrie (V, K, ||||), die die Bedingung ?? erfllt, kann
nach dem Verfahren aus Satz 7?7 ein euklidisches Relativ gebildet werden.
Zu jedem euklidischen Relativ wiederum kann nach Satz 77 eine euklidi-
sche Geometrie (V, K, ||||) gefunden werden, die die Bedingung ?? erfllt.
Es mu noch gezeigt werden, da beide Verfahren einander umkehren, die
Systeme also synonym sind.
Dazu zeigen wir zunchst:

Satz 9.2 Es sei ||||,; eine Dilatationsnorm auf einem ebenen euklidischen

Relativ (P,{z, 7(12) Dann gilt fr alle Punkte A, B € P

OA=0B % ||Allp; = | Bllo;
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Beweis zu 77: Es seien O, A, B kollinear. Dann gilt B = kA fr eine geeignete
Dilatation k € Kp.

Damit gilt
||A||01 = HBHOI
=< k2=1

“ A=BVB=0-A
=< B=(0,A4,0)=VB=(0,A4,0)¢

Damit gilt ||A|l,; = [|Bllp; genau dann, wenn das Quadrupel (O, A, O, B)
ein Abstandsparallelogramm ist.

Das ist aber gleichbedeutend mit OaA:OaB )
Es seien O, A, B nicht kollinear. Es gilt

||A||OI = ||B||01

HAHOI (]) = ||B||01 (I)

apra (A) = aprp (B)

ao1a (Sgo; (A)) = aors (Sgo, (B))
Sgor (A) = aoar © aors (540, (B))
Sgor (A) = aoas (540, (B)

X X X X X

Die letzte Gleichung gilt aber genau dann, wenn

—

T

OAOB = Os4y, (B)Osqp, (4)

und

—

r

OAAB = Osgo, (B)Sgo, (A) 840, (B)
gelten.

Die erste Beziehung gilt nach Satz ?77.
Weiter gilt

— —

7 7

03901 (B>5901 (A) Sgor (B) = ABOB

Also gilt

|Allor = |Bllos = OAAB = ABOB
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Angenommen, es gilt OaA:OaB . Dann gilt

°BAB (SBOrB (O)>
= 5505 0)

(A, (A, O, B) 1, B)O
(A,0, B)o
s+ ((4,0,B)0)

(0))

S r (8 r
BOA \"BAB
Damit gilt aber

OAAB = ABOB

Sei nun umgekehrt OTAATB = ATBOTB vorausgesetzt.
Dann gilt

Damit mu aber

s, . (0)eBOA

BAB

gelten.
Entsprechend 1t sich auch
s, . (0)e AOB

r
AAB

nachweisen.
Damit gilt aber
s, . (0)e BOANAOB

T
BAB

Damit ist s, , (O) der Parallelogrammschlu zu (A, O, B).

BAB
Damit gilt OA=Bs, , (O)=0B.
BAB

O
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Satz 9.3 Es sei (P, R, 7%) ein euklidisches Relativ.

Ein Punkt O € P sei beliebig gewhlt und im Dilatationskrper gelte 2 # 0.

Dann gilt fr alle Punkte A #+# B
goa+n)Lgoa-p) = [ Allor = |1Bllo;
Beweis zu ?7: Es gilt nach Satz 77

go+B)Lgoa-p) = layp(A—B) =0
Weiter gilt

lais(A—B)=0
I (A— B)
la_p (1)
F(A+B,A—B)=0
f(A’A)+f(B>A)_f<AaB)_f(B>B):O
f(AA)=f(B,B)

ZA+B(A—B) :0

X x xXx X

Nach Satz 77 heit das aber
2 HAHOI =2 HBHOI
Wegen 2 # 0 ist das gleichbedeutend mit

||A||01 = ||B||01

O

Satz 9.4 Es sei (P, R, 7(12) ein euklidisches Relativ.

Zwei Punkte O # I € P seien beliebig gewhlt und im Dilatationskrper gelte

2 £ 0.

Dann gilt fr alle Punkte A, B, die so gewhlt sind, das O, I, A, B nicht in einer

Ebene liegen

go(a+B)Lgoa—p) < OA=0B
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Beweis zu ?77: Zunchst gilt goa+p) # go(a—n), da die Punkte O, A, B sonst
auf einer Geraden liegen mten.

Angenommen, es gilt OaA:OaB :
Dann gilt s, ., (4) = B.
Damit gilt

A— B) SQO(A+B) (A) - SQO(A+B) (B)

= B-A

SQO(A+B) (

Damit gilt sg, . p) (A—B) € goa-p)- Damit gilt goa+p) = goa+s) und
damit go(a+p)Lgo(a-p)-
Es gelte nun umgekehrt go(a+n)Lgoa—p)-

Es gilt OaA:OaB genau dann, wenn B =
Setze B' = 840, (A).

Dann gilt A+ B’ € go(a+n). Weiter gilt goa+p)Lgoa—n-
Damit gﬂt aber gO(A—B’) = gO(A—B)~

Damit gibt es Dilatationen k1, ks € Kp mit

A) gilt.

SgO(A+B) (

ki(A+B)=A+DB

key(A—B)=A—-B

Damit gilt aber

(k1 —ko)B=(2—Fk; — ko)A

Da die Punkte O, A, B nicht auf einer Geraden liegen, mu damit gelten:
ki —ky=0

2=k —ky=0

Damit gilt aber k; = ko = 1 und damit B = B'.
O

Satz 9.5 Es sei |||y, eine Dilatationsnorm auf einem euklidischen Relativ
(P, R, 7%) Dann gilt fr alle Punkte A, B,C,D € P

AB=CD % [|[A— Blo; = |C— Dllo;
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Beweis zu ??7: Zunchst zeigen wir fr alle A, B € P
OA=0B = || Allo; = Bllo;

Gilt im zugehrigen Dilatationskrper 2 = 0, so mu das euklidische Relativ
eben sein.Dann gilt die Behauptung nach Satz ?77.

Liegen O, I, A, B in einer Ebene, gilt die Behauptung ebenfalls nach Satz 77.
Angenommen O, I, A, B liegen nicht in einer Ebene und es gilt 2 # 0. Dann
gilt nach Satz 7?7

go(a+B)Lgoa—p) X OA=0B

und nach Satz 77

goa+ByLgo-s) = |Allor = 1Bllo;
Damit gilt hier ebenfalls
OA=0B = |[Alo; = IBllos
Damit gilt aber
A= BHOI =[|C - DHOI
=< O(A—-B)=0(C - D)
= AB=CD

da Translationen abstandstreue Abbildungen sind.
O

Satz 9.6 Es sei (73,7%, 7%) ein euklidisches Relativ, das aus einer euklidi-
schen Geometrie (V,IC,||||) konstruiert wurde. (Die euklidische Geometrie
erfilt dann die Bedingung ?7.).

O sei der Nullpunkt des Vektorraumes. Fin Punkt I # O € P sei beliebig
gewhlt. Betrachte die Dilatationsnorm |||,

q sei der Isomorphismus vom Dilatationskrper Kp auf IC, der durch q(«) := a
mit a(I) = al gegeben ist.

Dann gilt

A
(1 Alloy) = '|'|]|'|'
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Beweis zu ?7?7: Whle einen Punkt O # I € P.
Es sei ein Punkt A € P beliebig gewhlt mit A & go;. Setze

a:= || Al

b= |||
c:=|A-=1I
Il ‘= qoiA (])

Dann gilt fr ein geeignetes d € K

' =dI
Wir mssen
a
d=—

b

nachweisen. Es gilt fr I’

OAAT = TAOI
Das ist gleichbedeutend mit

— —

OAO(I' - A) = O(A — )OI
Das ist gleichbedeutend mit

Sgo(r—ay © 5940 = Sgor © Sgoca-n

Liegt A nicht auf der Geraden durch O und I, so ist diese Bedingung auch
hinreichend, um I’ eindeutig festzulegen.

Die Drehungen sind bereits dann gleich, wenn sie fr einen Punkt - auer dem
Fixpunkt O - gleich sind. Es gengt also, nachzuweisen:

Sgo(%zfA) ©Sg40 (A) = Sg90r © Sgo(a-r1 <A)

Es gilt
SS]O(AfI)(A)
A = [][A—T— Al
— A-T—A+ AT
pA— A
A L Yy
C
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und

Sg0; (—I+ - b(A— I))

c

_ I+[_a—b

(A=1)

|-r+tA-1)| - |-2r+ta-1)|
1]
_ [+[_a—b(A_I)_i_—Bb—l—“;blEa—b—c)

C
A+ o

C C

+ I

1

- I

Weiter gilt

A)

1Al = HQA_% ‘ (A_a]>
i =4 b

_ g[_QA_a—(ila—l—%—l—Z%(c—a—b)) <A—
b & ta+$(c—a—>b)

a 3b+a+2(c—a—b)( a)

590(%17,4) (

a
-1 —2A —
b

= —I—-2A A——1I
b * a+1+(c—a—"b) b

a b—a+2c a
= ] —-2A4+ ——— [A— =1
b +b+c—b( b)

b—a a a
= A—=-T)—-=1
c ( b) b

Es mu also noch nachgewiesen werden:

a—>b a—

(A-1)+

iy
c c

b—a a a
= A—=-T)—-=1
c ( b) b

b(a—b—c)]

Es gilt:

a—> a—>

- (A—T1)+

(a—b—0)l
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— b_a(A_a])_a[

c b b
= —1+acb+abcb(a—b—c)
(b—a)a a
T be b
=< —bc+ab—b* + (a —b)(a—b—c)
= —(b—a)a—ac
i —ab+ a* — ac

= —ba+a®—ac

Damit ist die Behauptung gezeigt.
O

Satz 9.7 Die Klassen der euklidischen Geometrien die die Bedingung 77
erfllen und die der euklidischen Relative sind synonym.

Beweis zu 77: Es sei (73,7%, 7(12) ein euklidisches Relativ. Zwei Punkte O #
I € P seien beliebig gewhlt.

(V, Ko, ||||) sei die zugehrige euklidische Geometrie und (P,ﬁ/,ﬁ/) das zu
dieser Geometrie gebildete euklidische Relativ. (Das Relativ kann gebildet
werden, da die Geometrie nach Satz ?? die Zusatzbedingung erfllt).

Dann gilt

C AB D = ||[A=Bl|o;=C—Dlo,
a !/

= C AB D

a al
und damit R=R .
Sei nun (W, K, ||||) eine euklidische Geometrie, die die Bedingung ?? erfllt
und (77,7%, 7a€) das zugehrige euklidische Relativ. O sei der Nullpunkt des
Vektorraumes. Ein Punkt O # I € P sei beliebig gewhlt. (P, Kp, ||||o,) ist
dann ebenfalls eine euklidische Geometrie.
Es mu nachgewiesen werden, da (P, Kp, ||||;) und (V, K, ||||) isomorph sind.
q sei der Isomorphismus vom Dilatationskrper Kp auf I, der durch ¢(«) := a
mit «(I) = al gegeben ist.
Dann gilt fr alle A € P und alle Dilatationen a € Kp

a(A) = q(a)A
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und

1
9 Allor) = I 1Al

Damit sind die euklidischen Geometrien isomorph.

Die Klassen der euklidischen Relative und die der euklidischen Geometrien,
die die Bedingung ?? erfllen, sind also synonym.

O
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