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Einleitung 2

I Einleitung

Die vorliegende Arbeit soll einen Ansatz zu einer geometrischen Betrachtung
affiner Graphen bieten.

Die Arbeit stiitzt sich auf einen Artikel von S.Comer und eine Vorlesung von
H.J.Arnold.

Comer untersucht in seinem Artikel [3] unter verschiedenen Aspekten den
Begriff der Multigruppe.Unter anderem betrachtet er sogenannte “color sche-
mes” eine spezielle Art “kantengefiarbter” Graphen,die Multigruppen erzeugen
konnen.Diese color schemes werden mit Begriffen der Relationenalgebra be-
schrieben.

Arnold entwickelt in seinem Artikel [1] und seiner Vorlesung zur geometri-
schen Relationenalgebra [2] ebenfalls ein relationenalgebraisches System,die “af-
finen Relative”. Dieses System dient der relationenalgebraischen Beschreibung
affiner Geometrien.Verschiedene geometrische Sidtze und Zusammenhénge—die
Sétze von Desargues,Unterrdume affiner Geometrien,der Zusammenhang zwi-
schen affinen und projektiven Geometrien—werden in dem Artikel und in der
Vorlesung von Arnold mit Hilfe der affinen Relative relationenalgebraisch be-
schrieben und untersucht.

Die Definition der “color schemes” nach Comer unterscheidet sich von der
der affinen Relative nur in zwei Punkten:

1. die Relationen der “color schemes” miissen nicht symmetrisch sein
2. die Relationen der “color schemes” miissen nicht a o a C a U O erfiillen.

Der enge Zusammenhang zwischen affinen Relativen und color schemes legt
eine geometrisch orientierte Untersuchung der color schemes nahe. Inwieweit
eine solche Interpretation durchgehalten werden kann und welche Ergebnisse
aus diesem Blickwinkel erzielt werden konnen, ist das Thema der vorliegenden
Arbeit.

Zur Vereinfachung der Betrachtung und zur weiteren Annéiherung an geo-
metrische Verhiltnisse werden nur symmetrische color schemes untersucht.

Die in dieser Arbeit untersuchten affinen Graphen werden mit Hilfe geome-
trischer Vorstellungen definiert, sind aber synonym zu den symmetrischen color
schemes nach Comer.

Uber weite Strecken hilt sich die Arbeit eng an die Vorlesung iiber geome-
trische Relationenalgebra nach Arnold.Die dortigen Vorgehensweisen und Er-
gebnisse werden soweit wie moglich von affinen Geometrien auf affine Graphen
verallgemeinert.

Insbesondere das 2. Kapitel und das Unterkapitel 3.1 beruhen auf solchen
Verallgemeinerungen.

Im ersten Teil der Arbeit wird der Begriff des graphischen Relativs— der,ge-
ringfiigig anders formuliert,dem Begriff des symmetrischen color schemes gleich-
wertig ist—und der Begriff des affinen Graphen eingefiihrt.Die Klasse der gra-
phischen Relative und die Klasse der affinen Graphen sind synonym.Der Begriff
des graphischen Relativs ist mit Mitteln der Relationenalgebra formuliert.Der
Begriff des affinen Graphen ist geometrisch aufgebaut.

Es werden einige Hilfssédtze iiber affine Graphen und graphische Relative
entwickelt. Besonders wird dabei auf abgeschlossene Relationen auf graphischen
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Relativen und auf Parallelogramme auf affinen Graphen eingegangen.Beide Be-
griffe werden im Verlauf der Arbeit bendétigt.

Schliexlich wird der Zusammenhang zwischen affinen Graphen und affinen
Geometrien genauer untersucht. Der entscheidende Unterschied zwischen beiden
ist das Vorhandensein von Geraden auf einer affinen Geometrie:

Liegen bei einer affinen Geometrie die Punkte A, B und die Punkte B, C auf
der gleichen Geraden,so miissen auch A und C' auf dieser Geraden liegen.

Sind dagegen auf einem affinen Graphen die Strecken (A, B) und (B,C)
parallel,so mux die Strecke (A4, C') deswegen noch nicht parallel zu ihnen liegen.

Als Beispiel fiir die Ubertragbarkeit eines geometrischen Sachverhaltes auf affine
Graphen wird im zweiten Teil der Arbeit versucht,den kleinen affinen Satz von
Desargues fiir affine Geometrien auf den Fall der affinen Graphen zu erweitern.

In der Vorlesung zur geometrischen Algebra wird gezeigt, dax der kleine af-
fine Satz von Desargues auf affinen Geometrien genau dann erfiillt ist,wenn sich
diese affinen Geometrien von desargueschen Gruppenpartitionen erzeugen las-
sen.Um das zu zeigen,werden die Translationen auf einer affinen Geometrie,die
den kleinen affinen Satz von Desargues erfiillt,zu einer desargueschen Gruppen-
partition erweitert,die ihrerseits eine isomorphe Geometrie erzeugt.

Analog zu diesem Vorgehen werden in dieser Arbeit zunédchst schwach de-
sarguesche Gruppenpartitionen definiert.

Anschliexend wird eine Erweiterung des kleinen affinen Satzes von Desar-
gues so gegeben, dax schwach desarguesche Gruppenpartitionen affine Graphen
erzeugen, die diese Erweiterung erfiillen.

Es wird der Begriff der Translation fiir solche affinen Graphen definiert, die
den kleinen affinen Satz von Desargues erfiillen(allgemein ist der Begriff einer
Translation auf einem affinen Graphen in dieser Arbeit nicht definiert).

Schliexlich werden die Translationen zu einer schwach affinen Gruppenpar-
tition erweitert und es wird gezeigt,dax schwach desarguesche Gruppenparti-
tionen und desarguesche affine Graphen zueinander synonym sind.

Im dritten Teil der Arbeit werden zunéichst Unterrdume auf affinen Graphen
eingefiihrt und untersucht.Der Begriff des Unterraumes ist dabei analog gebildet
zum Unterraumbegriff auf affinen Geometrien.

Dann werden die zu den affinen Graphen gehorigen symmetrischen Multi-
gruppen eingefiihrt. Die zur Klasse der symmetrischen Multigruppen synonyme
Klasse der Multigruppenrelationen wird definiert.

Mit Hilfe der Multigruppenrelation,die zu einem graphischen Relativ ge-
hort,werden schliexlich weitere,gegeniiber den Unterrdumen allgemeinere,Un-
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terstrukturen des graphischen Relativs—die Vereinfachungen—definiert und un-
tersucht.

Es wird gezeigt,dax die Vereinfachungen eines graphischen Relativs einen
vollsténdigen Verband bilden.
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II Hilfsmittel
Es werden zuniichst einige Definititionen und Sétze aus der Algebra, insbeson-

dere aus der Relationenalgebra, und aus der Verbandstheorie aufgelistet, die in
der folgenden Arbeit verwendet werden oder auf die Bezug genommen wird.

II_T Relationenalgebra

Def. I1.1 FEine Teilmenge r C P™ auf einer Grundmenge P heizt eine n-stellige
Relation auf P.

Def. I1.2 Ist r C P x P eine zweistellige Relation auf P,so sind fiir alle Ele-
mente A, B € P folgende Schreibweisen gleichwertig:

ArB:= (A,B)er
AuZerdem kann fir alle Elemente A € P Ar folgendermaZen definiert werden:

Ar:={BeP|ArB}

Def. I1.3 71,79 C P x P seien zwei zweistellige Relationen auf P.Dann wird
durch

riorg:={(A,B)€P X P| \/ AriCANCry B}
CcePpP

ein Relationenprodukt auf der Menge der zweistelligen Relationen auf P defi-
niert.

Bem. I1.3* Das Relationenprodukt ist assoziativ.
Def. I1.4 r C P x P sei eine zweistellige Relation auf P.Dann gilt:

I. r heizt linkstotal, wenn gilt: /\ \/ ArB
A€P BeP

I1. r heiZt symmetrisch,wenn gilt: /\ ArB<= BrA
A,BeP

III. r heiZt transitiv,wenn gilt: ror Cr
Def. I1.5 Die zweistellige Relation
O:={(A,A)ePxP|AcP}
auf einer Grundmenge P wird als Gleichheitsrelation auf P bezeichnet.

Def. 11.6 FEine zweistellige Relation r auf einer Grundmenge P heizt Zquivalenzrelation,wenn
gilt:
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IL.LOcCr
II. 7 ist symmetrisch.

II1. r st transitiv.

Def. I1.7 FEine Menge K C PotP won Teilmengen auf einer Grundmenge P
heizt eine Klasseneinteilung auf P,wenn gilt:

L. 0¢K

1I. U k=P
keK

I11. /\ ki Nky =10
ki#kae K

Die Menge aller Klasseneinteilungen auf einer Grundmenge P wird im folgenden
mit P* bezeichnet.

Bem. I1.7* Ist K eine Klasseneinteilung auf P,so gilt:

A \1/Aek

AEP keK
Diese zu A eindeutig gegebene Klasse werde mit (A) i bezeichnet.
Satz IL.7** Es sei K = {ka C P | A € P} eine Menge von Teilmengen auf

einer Grundmenge P. Dabei seien die k4 beliebige,von A abhdngig definierte
Mengen. Gilt dann

L /\ Acky
AeP

II. /\ Bekys=kg=ka
A,BeP

so ist K eine Klasseneinteilung auf P und es gilt:

N\ ka=(A)x

A€eP

Satz I1.8 Die Aquivalenzrelationen auf einer Menge P und die Klasseneintei-
lungen auf dieser Menge sind synonym zueinander.

Sie kénnen durch folgende Verfahren aufeinander bezogen werden:

I1.8.1 Istr eine Zquivalenzrelation auf P,so wird durch
K:={{BeP|ArB} cPotP | AcP}

eine Klasseneinteilung auf P definiert.

I11.8.2 Ist K eine Klasseneinteilung auf P,so wird durch
r:={(A,B) € P?| B (A)g}

eine Zquivalenzrelation auf P definiert.
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II_II Verbandstheorie
Def. I1.9 (P, <) heifit eine Halbordnung, wenn gegeben sind:

I. eine Menge P ={A,B,...} #10

II. eine zweistellige Relation < auf P

und wenn gilt:

II1. /\ A< A
AeP

V. N\ A<BAB<A=— A=B
A,BEP

V. /\ A<BAB<C=— A<C(C
A,B,CeP

Def. 11.10 Es seien ein Element A € P und eine Teilmenge U C P auf einer
Grundmenge P gegeben.

Dann heifit A obere Schranke von U,wenn gilt: /\ B <A.
Beu
Man schreibt dann auch U < A.
A heifst untere Schranke von U, wenn gilt: /\ A<B.
BeUu
Man schreibt dann auch A < U.
Ist A obere Schranke von U, so heifst A Supremum von U (A = supU ),wenn
git: N U<B= A<B
BeP
Ist A untere Schranke von U, so heifit A Infimum von U (A = infU ),wenn gilt:
/\ BSU=B<A
BeP

Def. 11.11 FEine Halbordnung (P, <) heifit ein Verband,wenn zu allen Elemen-
ten A, B € P das Supremum sup {A, B} und das Infimum inf {A, B} existieren.

Def. I1.12 (P,V, A) heizt eine Verbandsalgebra,wenn gegeben sind:

I. eine Menge P ={A,B,...} #0

II. zwei bindre Operationen

v'_PX'P% P
1A B AV B

und
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und wenn gilt:

ML \ AVA=A, L AnNA=A
AeP

IV. N\ AVB=BVA,ANB=BAA
A,BEP

V. N (AVB)VC=AV(BVC), (ANB)AC=AA(BAC)
A,B,CEP

VL. N\ AA(AVB)=A, AV(AAB)=A
A,BeP

Satz I1.13 Die Klasse der Verbinde und die Klasse der Verbandsalgebren sind
beziiglich folgender Verfahren zueinander synonym:

I1.13.1 Jeder Verband (P,<) definiert mittels

/\ AVB:=sup{A, B}, A\B:=inf{A, B}
A,BEP

eine Verbandsalgebra (P,V,A).
I1.13.2 Jede Verbandsalgebra (P,V,A) definiert mittels

/\ A<B:e= A=AAB
A,BEP

einen Verband (P, <).

Def. I1.14 Ein Verband (P, <) heifst vollstindig, wenn zu jeder Teilmenge P’ C
P das Infimum inf P" und das Supremum sup P’ existieren.

Satz I1.15 FEine Halbordnung (P, <),die ein gr”ztes Element besitzt,ist bereits
dann ein vollstindiger Verband,wenn zu jeder Teilmenge P’ C P das Infimum
inf P’ existiert.

Def. I1.16 Auf einem Verband (P, <) bildet eine Teilmenge P' C P beziiglich
< stets eine Halbordnung (P',<). Eine solche Halbordnung heizt ein Teilbund
von (P, <),wenn sie selbst ein Verband ist.

Sind fir alle Elemente A, B € P die Infima von {A, B} auf (P, <) und (P’, <)
gleich,so heizt (P, <) ein Infimums-Teilbund von (P, <).

Sind fiir alle Elemente A, B € P die Infima und Suprema von {A, B} auf (P, <)
und (P', <) gleich,so heizt (P', <) ein Teilverband von (P, <).

Schliezlich wird im Verlauf der Arbeit der folgende Satz ben”tigt,der dem
§46 iiber Zquivalenzrelationen aus [4] sinngeméf entnommen wurde:
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Satz I1.17 Ist P # () eine beliebige Menge und ist P* die Menge der Klassen-
einteilungen auf P so ist (P*, <) mit

/\ K, < Kp <= /\ (A, C{A)K,
Kqi,KoePr AeP

ein vollstindiger Verband mit {P} als kleinstem und {{A} € PotP | A € P} als
gr”ztem Element.

Dabei gilt fiir eine beliebige Teilmenge k' C P* von Klasseneinteilungen und fiir
jedes Element A € P:

A = [ (A

Ker!

Ferner gilt fiir ein Element B € P genau dann B € (A)intn ,wenn es eine
endliche Menge B = Ay, A1 ... Ay_1, A, = A von Elementen aus P gibt, fiir die
firi=1...n gilt:

\/ A1 € (A)k,

K;ex'
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1 Einfiihrung affiner Graphen
1.1 Affine Graphen und graphische Relative

Der Begriff des affinen Graphen wird folgendermaxen definiert:

Def. 1.1 (P, ||) heixe ein affiner Graph, wenn gegeben sind:

I. eine Menge P = {A,B,...} #0, deren Elemente Punkte heixen sollen

1. eine Aquivalenzrelation || auf (P x P)\O(O bezeichne die Gleichheits-
relation)

und wenn gilt:

. A (4,B)] (B4
A#BeP

v. A A V@BI|(@ED)
A#£BeP CEP DeP
V. (Dreiecksbedingung) Sind A, B,C € P paarweise verschiedene Punkte,
und sind A’, B' € P Punkte mit A" # B’,so gilt:

(4,B) || (A, B") = \/ (4,0) | (A,C") A (C,B) | (C',B)
creP
Die Elemente von (P xP)\O werden dabei als Strecken bezeichnet. Zwei Strecken
(A, B) und (C,D) mit (A, B) || (C, D) sollen parallel heixen.

Ein affiner Graph (P,||) auf einer endlichen Menge P von Punkten kann
dargestellt werden,indem ein vollstéandiger Graph mit den Punkten aus P als
Eckpunkten gezeichnet wird,auf dem jeweils parallele Strecken gleich eingefirbt
werden.

D]

Um affine Graphen insbesondere relationenalgebraisch untersuchen zu kon-
nen, wird auxerdem der Begriff des graphischen Relativs eingefiihrt:
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Def. 1.2 (P, R) heixe ein graphisches Relativ, wenn gegeben sind:

I. eine Menge P ={A,B,...} # 0, deren Elemente Punkte heixen sollen

II. eine Menge R = {a,b,...} nicht leerer, symmetrischer,zweistelliger Re-
lationen auf P mit O € R

und wenn gilt:

1
o A\ 4c b= AC

A,CePbER

IV. /\ AB C ACoCB
A,B,CeP

Bem. 1.2* Damit sind alle Relationen in R linkstotal.
Beweis zu 1.2* : Wegen O € R gilt fiir alle Punkte A, B € P:

O=AACABoBA » \ C(ABoBA)C

ceP

- N\ \/ CABDADABC
CceP DeP

- A\ \V caBp
CeP DeP

O

Satz 1.3 Die Klasse der affinen Graphen kann auf die Klasse der graphischen
Relative durch die folgenden Verfahren o,y synonym bezogen werden:

1.8.1 Zu jedem graphischen Relativ (P, R) definiert das Verfahren v mit
(P, R)y = (P, 1)

einen affinen Graphen.

Dabei ist || definiert durch:

/\ /\ (A,B) || (C,D) == AB=CD
A#BeP C,DEP

1.3.2 Zu jedem affinen Graphen (P, ||) definiert das Verfahren o mit
(P[P = (P, R)

ein graphisches Relativ.
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Dabei ist R gegeben durch:
R:={ABCP?*| A BeP}

AB ist dabei fiir beliebige Punkte A, B € P definiert durch:

AB - { {(C,D)e P*|(A,B)| (C,D)} fallsA+# B
o O falls A = B

Beweis zu 1.3.1:

w__"

|| ist eine Aquivalenzrelation,da eine Aquivalenzrelation ist.

| operiert nur auf (P x P)\{O},da fiir alle Punkte A, B € P mit A # B und
fiir beliebige Punkte C, D € P gilt:

AB=CD > O#ABACABD da A # B gilt
= ONAB=0ANCABD
- C#D

1.1_ IIT gilt,da R aus symmetrischen Relationen besteht und damit gilt:

/\ AB=BA- N\ (A,B)|(B,A)
A#BEP A#BEP

Zu 1.1_ IV:Fir alle Punkte A # B € P und beliebige Punkte C' € P gibt es
einen Punkt D € P mit C AB D, da die Relation AB linkstotal ist. Damit gilt:

CABD > AB=CD = (A,B) || (C,D)

Es ist also ein passender Punkt D € P gefunden,der 1.1_ IV erfiillt.

Zu 1.1_V: Es seien Punkte A, B,C € P und Punkte A’, B’ € P entsprechend
den Voraussetzungen von 1.1_V gegeben.Dann gilt:

(4, B) || (A", B')
- A"ABB

A"ACoCBB nach 1.2_ IV
- \/ AACC'AC'CBB

creP

=V (4.0) [ (4.C)A(C,B) | (C',B") daA#C# B gilt
cep

Damit ist (P, R)7y ein affiner Graph.
Od
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Beweis zu 1.3.2: Es seien Punkte A, B € P beliebig gegeben. Gilt dann A #
Bisogilt (4, B) || (A, B). Damit gilt A AB B.Fiir A = B gilt AA = O # ().Damit
sind alle Relationen in R nicht leer.

Da O symmetrisch ist, ist AB symmetrisch fir A = B. Fir A # B ist AB
symmetrisch,da fiir beliebige Punkte C, D € P gilt:

CABD = (A,B)| (C,D)||(D,C) nach 1.1_1II
= (A,B) [ (D,C) || ist transitiv
= DABC

Damit ist R eine Menge nicht leerer,symmetrischer Relationen. Ferner ist fiir
jeden Punkt A € P O = AA € R nach der Definition von « und es gilt P # 0.
Damit gilt O € R.

Es miissen noch die Bedingungen 1.2_ IIT und 1.2_ IV nachgewiesen werden.
Zu 1.2_1II: Es seien Punkte A, B € P beliebig vorgegeben.

Fir A=Bgilt: AOA - AAAA.

Die Existenz einer Relation a € R mit A a B ist damit gegeben.

Es sei nun eine Relation CD € R gegeben mit ACD A. Wire dann C' # D,so
miixte gelten:

ACDB = (A,B) || (C,D) = A+ B

Damit mux C = D gelten.Es gilt also CD = O = AB. Damit ist die Eindeu-
tigkeit von AB fiir A = B nachgewiesen.

Im folgenden sei A # B vorausgesetzt.

a (A,B) || (A,B) > AAB B gilt,existiert eine Relation a = AB € R mit
AaB.

Ferner gilt fiir beliebige Relationen CD € R (C,D € P):

ACDB = (A B)|(C,D)

/\ (E.F)||(A,B) = (E,F) | (C,D)
E,FEP

- /\ ECDF x EABF
E,FEP

= AB=CD

Damit ist die Eindeutigkeit von AB auch fiir A # B nachgewiesen.
Zu 1.2_1V: Es seien Punkte A, B, C € P beliebig vorgegeben.

Fiir A = C gilt dann AB C O o AB = AC o CB.

Fiir B = C gilt entsprechend AB C ABoO = AC o CB.
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Gilt A= B und A # C,so gilt nach 1.1_1V:

AV D.E) | (AC)A(ED)|(CA) = ) \/ DACEANEACD
DEeP E€P DeP EeP

- /\ DACoCAD
DeP

OCACoCA
AB C ACoCB

Sind A, B und C paarweise verschieden, so gilt nach 1.1_V fiir beliebige Punkte
A B eP:

A'ABB ~ (A, B)| (A B)
=V (ALC)[[(AC)A (B [[(C.B)
c’ep
- \/ AACC'AC'CBB
Cc’eP
= A'ACoCBDB

Damit gilt AB C AC o CB.

Damit ist 1.2_ IV fiir alle Fille nachgewiesen.
(P,R) ist also ein graphisches Relativ.

O

Beweis zu 1.3: Es mux noch gezeigt werden, dax die Verfahren o und
einander umkehren.

Es sei (P,R)ya = (P,|)aa = (P,R’).
Dabei sei R' = {AB' | A, B € P}.
Dann gilt fiir beliebige Punkte A, B € P und alle Punkte C, D € P:

(C,D) || (A,B) fir A+B

C AB'D
C=D fir A=0B
CABD fir A+B
>
COD fir A=B
= CABD
Damit gilt
/\ AB =AB

A,BeP
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Es gilt also R’ = R.Damit ist gezeigt,dax (P,R) = (P, R)ya gilt.
Sei umgekehrt (P, ||)ay = (P, R)y = (P, ||n )-
Dann gilt fiir alle Punkte A # B € P und fiir alle Punkte C' # D € P:

(A,B)||» (C,D) = AB=CD %= (A,B) | (C,D)

Damit gilt |= ||, .Damit gilt (P, ||)ay = (P, ]])-
Damit kehren die Verfahren a und v einander um.

O

Man sieht,dax der Zusammenhang zwischen affinen Graphen und graphi-
schen Relativen sehr eng ist.Tatséchlich konnen die Relationen des graphi-
schen Relativs—bis auf die Gleichheitsrelation— als die Klasseneinteilungen der
Aquivalenzrelation | des zugehorigen affinen Graphen verstanden werden.

1_1II Sitze iiber affine Graphen und graphische Relative

Im folgenden werden einige Sétze {iber affine Graphen und graphische Relative
zusammengefasst,die im Verlauf der Arbeit benotigt werden.
Zunéchst werden Dreiecke auf graphischen Relativen betrachtet.

Satz 1.4 Sei (P,R) ein graphisches Relativ. Fs seien Relationen a,b,c € R
beliebig gegeben. Dann sind folgende Zeilen dquivalent:

L. \/ AB=aANAC=bACB=c
A,B,CeP

II. aCboc

m. A\ \/ AB=anAC=bACB=c
AeP B,CeP

Beweis zu 1.4:
1.4_1 > 1.4_11 gilt, da AB C AC o CB fiir alle Punkte A, B,C € P gilt.
Zu 1.4_1I » 1.4_1III:Es sei ein Punkt A € P beliebig vorgegeben.

Wegen der Linkstotalitéit aller Relationen gibt es einen Punkt B € P mit AB =
a.

Damit gilt AbocB.

Damit gibt es einen Punkt C' € P mit AC = b und CB = c.

1.4_TIT = 1.4_1 gilt,da P # 0 ist und damit stets ein Punkt A € P existiert.
O

1_1II.1 Parallelogramme auf affinen Graphen

Als néchstes wird der Begriff des Parallelogrammes auf affinen Graphen unter-
sucht.
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Def. 1.5 Es sei (P,||) ein affiner Graph. Ein Tripel von Punkten (A, B,C) €
P3 mit A # B und B # C sei gegeben. Dann heiZe ein Punkt D € P ein
Parallelogrammschluz zu (4, B, C), wenn die folgenden Strecken parallel sind:

(4,B) | (C,D)A(B,C) || (A, D)

Man sagt dann auch,das Punktequadrupel (A, B,C, D) € P* bildet ein Paralle-
logramm.

D]

Die Menge aller Parallelogramme auf einem affinen Graphen (P,||) werde be-
zeichnet mit:

I1:={(A,B,C,D) € P*| (A,B) || (C,D)A(B,C) || (A4,D)}

Bem. 1.5% Ist (P,||) ein affiner Graph, so existiert zu einem Punktetripel
(A, B,C) € P3 mit A+# B # C stets ein Parallelogrammschluz D € P.

Beweis zu 1.5* : Es seien Punkte A, B,C € P mit A # B # C beliebig
vorgegeben. Dann gilt im zu (P,||) geh”rigen graphischen Relativ (P,R) =
(P, e

AC Cc ABo BC

Ferner gilt C' AC' A,da alle Relationen in R symmetrisch sind. Damit gilt:

CABoBCA>- \| CABDADBC A
DeP

Wegen A # B und B # C gilt dabei C' # D und D # A. Damit gilt:
(4, B) [| (C, D) A (B,C) || (A, D)

Die Existenz eines Parallelogrammschlusses D zum Punktetripel (A, B, C) ist
damit nachgewiesen.
O

Die Eindeutigkeit von Parallelogrammen ist bei affinen Graphen im allge-

meinen nicht gegeben. Im zyklischen Graphen der Ordnung 6 (siehe S.85) sind
zum Beispiel C' und F Parallelogrammschliisse zum Punktetripel (A, B, D).
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D]

Eine hinreichende Bedingung fiir die Eindeutigkeit von Parallelogrammen
wird durch folgendes Lemma gegeben:

Lemma 1.6 Sei (P,||) ein affiner Graph. Zu einem Punktetripel (A, B,C) €
P3 mit A # B # C ist der Parallelogrammschluz D € P eindeutig , wenn im
graphischen Relativ (P, R) = (P, ||«

ABo ABNBCoBC =0
gilt.

Beweis zu 1.6: Es seien Punkte A, B,C € P gegeben mit A # B # C.
Es gelte ABo ABN BC o BC = 0.

Sind dann die Punkte D € P und D’ € P Parallelogrammschliisse zu (4, B, C),
so miissen folgende Strecken parallel sein:

(4,B) | (C,D)A(B,C) || (A, D) A (A, B) || (C,D') A (B, C) || (A, D)

Damit gilt im graphischen Relativ (P, R) = (P, ||)a:

DABCANCABD NDBCAANABCD'
DABoABD' ADBCoBCD
D(ABo ABN BC o BC)D'

DOD

D=D

Y Y Y Y

Damit ist der Parallelogrammschluz zum Tripel (4, B, C) eindeutig.

O

Die direkte Umkehrung des Lemmas 1.6 gilt nicht: Es kann in einem affinen
Graphen durchaus Punkte A # B # C € P geben,fiir die

ABoABNBCoBC #0
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gilt,aber der Parallelogrammschluz zu (A, B, C') eindeutig ist.
Im zyklischen Graphen der Ordnung 6 ist zum Beispiel nur A ein Parallelo-
grammschluz zu (F, A, B),obwohl im zugeh”rigen graphischen Relativ

AC C FAoFANABo AB

gilt.

D]

Es kann lediglich gezeigt werden:

Lemma 1.7 Gibt es in einem graphischen Relativ (P,R) Relationen a,b €
R\{O} mit

aoaNbob+#0

so konnen zu jedem Punkt A € P Punkte B,C € P mit AB = a und BC = b so
gewdhlt werden, daff im affinen Graphen (P, ||) = (P, R)y der Parallelogramm-
schluz zu (A, B,C') nicht eindeutig ist.

Beweis zu 1.7: a,b € R\{O} seien Relationen mit aocaNbob #£ O.

Dann gibt es Punkte A1, A € P und Punkte By, By € P mit a = A; As und
b= B1B>.

Damit gilt O C (41430 As Ay N BBy o BaBy) = (aocanbob)
Wegen O # aoaNbob muz es damit Punkte F; # Es € P geben mit

Ei(aocanbob)Es
= FiaocaFEys ANE{bobE,
\/ ElaFl/\FlaEg/\Eleg/\ngEg

Fy,FeP

- \/ E\Fi=a=FEys\NE\Fs=b=FyE,
F1,FoeP

= \/ EiEyCE\FioFiE;=acaNE\Ey C EyFyoFyEy =bob
Fy,FoeP

= FE1Ey C(acanbob)
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Damit kann eine Relation E; Ey = ¢ € R\{O} gew#hlt werden mit
cC(aoanbob)
Es sei ein Punkt A € P beliebig gegeben. Nach 1.4 gilt dann:

\/ AD=aANAD' =aADD =c
D.,D’'eP

Es gilt weiterhin:

DeD' = DbobD' = \/ CD=bACD' =b
ceP

Wegen a,b,c # O gilt dabei A # D, D’ und C # D, D’ sowie D # D’. Damit
gilt im affinen Graphen (P, ||) = (P, R)~:

(4, D) || (A, D) A (D, C) || (C, D)

Nach 1.5% gibt es einen Parallelogrammschluz B zu (A4, D, C). Damit gilt fiir
einen geeigneten Punkt B € P:

(A,D) || (C,B) A (D,C) || (A, B)
Damit gilt:

(4,B) | (C,D)A(B,C) || (A,D)
(4,B) | (C,D") A (B,C) || (A4,D")

Es sind also D und D’ # D zwei verschiedene Parallelogrammschliisse zum
Punktetripel (4, B,C).

D]
0O

Um die algebraische Bedingung zur Eindeutigkeit von Parallelogrammen
geometrisch ausdriicken zu konnen,ist damit folgende Hilfsdefinition notig:



Sétze iiber affine Graphen und graphische Relative 20

Def. 1.8 Ein Parallelogramm (A, B,C, D) auf einem affinen Graphen (P,]|)
heize global eindeutig,wenn fir alle Punkte F,G € P mit

(A, F) || (A, B) A (F,G) || (B,C)
der Parallelogrammschluz zu (A, F,G) eindeutig ist.

Mit dieser Definition gilt dann:

Satz 1.8*% (P, ||) sei ein affiner Graph. Dann ist ein Parallelogramm
(A,B,C,D) ell
genau dann global eindeutig,wenn im graphischen Relativ (P, R) = (P, || gilt:

ABoABNBCoBC =0

Beweis zu 1.8* : Der Beweis dieses Satzes folgt aus den Lemmata 1.6 und 1.7.

O

1_1II.2 Abgeschlossene Relationen auf graphischen Relativen

FEine abgeschlossene Relation auf einem graphischen Relativ wird folgender-
mazen definiert:

Def. 1.9 Es sei (P,R) ein graphisches Relativ und es sei U C P X P eine
zweistellige Relation auf P. Dann heize U abgeschlossen beziiglich (P, R),wenn
gilt:

/\ AUB = ABCU
A,BeP

Die Menge aller beziiglich (P, R) abgeschlossenen Relationen werde mit R be-
zeichnet.

Satz 1.9*% PEine zweistellige Relation U C P x P ist genau dann beziiglich eines
vorgegebenen graphischen Relativs (P, R) abgeschlossen,wenn gilt:

V u=Ur
R/CR

Fiir die abgeschlossenen Relationen eines graphischen Relatives (P,R) gelten
folgende Kiirzungsregeln:

L. /\ /\ AUy C Als = Uy C Us
uthERAE'P

II. /\ UR1CUR2:>R1CR2
R1,R2CR
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Beweis zu 1.9% :

U C P x P sei eine abgeschlossene Relation auf (P, R).
Betrachte R’ := {AB € R | AU B}.

Dann gilt fiir beliebige Punkte A, B € P:

AUB > ABeR - A| JR'B
Damit gilt & C |[JR'. Umgekehrt gilt:

Ur = (J{ABeR|AuB}
= (J{ABeR|ABcu}
cu

Damit gilt 2/ = |JR’.Damit gibt es zu jeder abgeschlossenen Relation U € R
eine Teilmenge R’ C R mit U = JR'.

Es sei nun eine Teilmenge R’ C R beliebig gegeben.Dann ist U = [JR’ eine
Relation auf P.Es muz gezeigt werden,daz U beziiglich (P,R) abgeschlossen
ist.

Es gilt fiir beliebige Punkte A, B € P:

AUB = A UR’B

- \/ AaB
aceR!

- \/ AB=ua
a€R’

- ABC|JR =u

Damit ist U beziiglich (P, R) abgeschlossen.
Damit ist die Grundbehauptung von 1.9* bewiesen.
Noch zu zeigen sind die Kiirzungsregeln 1.9_ T und 1.9_ II.

Zu 1.9_ I:Es seien abgeschlossene Relationen U;,Us € R und es sei ein Punkt
A € P beliebig vorgegeben.Gilt dann AUy C AlUs,so gilt fiir alle Punkte B, C €
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BU;C = BCcClU

- \/ BC =AD e U, Linkstotalitit von BC
DeP

- \/ BC =ADAD € AlU; C Alts
DeP

= \/ BC=ADAAD CU,
DeP

BC C Uy
BU, C

Damit gilt Uy C Us.

Zu 1.9_1I:Es seien Teilmengen Ry, Ro C R vorgegeben mit | JR; C |JR2.Dann
gilt fiir beliebige Relationen AB € R (A, B € P):

AB€eR, = ABCUR1CUR2
A|JR.B

\/ AaB

a€R2

>~ \/ AB=a
a€ER2

- AB € Ry

Damit gilt Ry C Ro.
O

Satz 1.10 (R,0) ist eine kommutative Halbgruppe mit O als neutralem Ele-
ment.

Zum Beweis von 1.10 wird zunéchst das folgende Lemma bewiesen:
Lemma 1.10*% Alle Relationen in R sind symmetrisch.

Beweis zu 1.10% : Es sei eine Relation a € R und es seien Punkte 4, B € P
beliebig gegeben.Dann gilt:

AaB » (B,A)€ AB Ca da AB € R symmetrisch ist
= BaA
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Damit sind alle Relationen a € R symmetrisch.

O
Mit Hilfe des Lemmas 1.10* kann nun der Satz 1.10 bewiesen werden.

Beweis zu 1.10: R ist gegen das Relationenprodukt o abgeschlossen,da fiir
beliebige Relationen U;,Us € R und fiir alle Punkte A, B € P gilt:

AUy oth B = \/ AthCACU,B

cep

- \/ AC CU ANCB C U,
cepP

- \/ AB C ACoCB C U, ols
cep

= AB C U olhs

Damit gilt Uy olUs € R.
Da o fiir alle Relationen assoziativ ist,ist (R, o) damit eine Halbgruppe.

Ferner gilt fiir beliebige Relationen U ,Us € R und fiir alle Punkte A, B € P:

AUyoth B = \/ AthCACU, B

ceP

= \/ BUbCACU A nach 1.10*
ceP

= BlUyolU A
AZ/{Z oL{lB nach 110*

Damit gilt Uy o Us C Uy o Uy fiir beliebige Relationen Uy, Us € R. Damit gilt
sogar:

/\ Ul OUQ = UQ oU1
ul,MQER

(R, o) ist damit eine kommutative Halbgruppe.

O

1_1III Affine Graphen und affine Geometrien

Eine wichtige Klasse von Beispielen fiir affine Graphen bilden die affinen Geo-
metrien,als deren Verallgemeinerung die affinen Graphen hier aufgefasst werden
sollen. Im folgenden wird gezeigt,wie affine Geometrien als Spezialfall affiner
Graphen definiert werden kénnen.

Es wird zunéchst die Definition einer affinen Geometrie gegeben. Die Defi-
nition ist analog zu [1] Def.1.9.
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Def. 1.11 (P, G, €,||) heixe eine affine Geometrie,wenn gegeben sind:

I. eine Menge P ={A,B,...} #10
II. eine Menge G C PotP
III. € als Inzidenzrelation auf P x G

IV. eine Aquivalenzrelation || auf G

und wenn die folgenden Bedingungen gelten:

1

v. AN \VABegy
A#BEP geg
Diese eindeutige Verbindungsgerade zu A und B werde als gap bezeichnet.

VL. A\ ABey

gEG A#BEP

1
VIL /\ /\ \/AEg’/\g’Hg

AeP geG g'eG
VIII. Sind A, B,C € P paarweise verschiedene Punkte und sind A', B’ € P
Punkte mit A’ # B’,so gilt:
9as || gars - \/ gac || garcr Nges || gorsr

c’'eP

Es sollen die Strukturen deutlich gemacht werden, durch die affine Graphen und
affine Geometrien aufeinander beziehbar sind. Dazu wird zunéchst der Begriff
der Geraden auf einem affinen Graphen eingefithrt und untersucht.

Def. 1.12 (P,||) sei ein affiner Graph.Dann heixe G C P eine Gerade auf
(P, ), wenn gilt:

I \/ ABeG
A#BEP

I A /\ CeG«(AB)|(AC)
A#BEG CeP\{A,B}

Um den Begriff der Geraden auf einem affinen Graphen algebraisch unter-
suchen zu koénnen, werden auxerdem die folgenden Definitionen getroffen:

Def. 1.13 Ist (P,R) ein graphisches Relativ,so heixt eine Relation a € R al-
ternierend,wenn gilt:

aoa CalUO
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Def. 1.14 Es sei (P,R) ein graphisches Relativ. Eine Menge Ga, C P kann
fiir alle Punkte A € P und fiir alle Relationen a € R definiert werden durch:

Gaa:=1{CeP|AaC}tU{A}

Der Zusammenhang zwischen alternierenden Relationen und Geraden kann nun
genauer untersucht werden.

Satz 1.15 Sei (P, R) ein graphisches Relativ. Dann ist eine Relation a € R
genau dann alternierend,wenn {Ga, € PotP | A € P} eine Klasseneinteilung
auf P bildet.

Beweis zu 1.15: Im folgenden sei auf einem graphischen Relativ (P, R) eine
Relation a € R beliebig vorgegeben.

a € R sel zunichst alternierend. Es gilt fiir beliebige Punkte A € P A €
G 4 nach der Definition von G4 ,.Um nachzuweisen,dax {Ga, | A € P} eine
Klasseneinteilung auf P bildet, geniigt es damit, fiir beliebige Punkte A, B € P
Zu zeigen:

BeGaa>Gpa=Gaq

Dabei kann A # B vorausgesetzt werden.Dann gilt:
BeGy,-AaB-AB=a

Damit geniigt es zu zeigen:

AB=a > Ga,=Gp,

Angenommen es sei AB = a und G4, # Gp4. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit kann dann ein Punkt C' € P angenommen werden mit C' € G4, und

C ¢ Gp,.
Esgilt AB=a> BaA> A€ Gp,
Wegen C ¢ G, mux damit mux A # C gelten.

Dann mux gelten:

CeGypy, » CaANAaB  AB = a ist vorausgesetzt
= BaoaC
= CaBVv(C =B aistalternierend
= C€Gp,

Das ist ein Widerspruch zur Annahme.
Damit mux G4, = Gp, gelten.
Damit bildet {G a4 € PotP | A € P} eine Klasseneinteilung auf P.
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Sei umgekehrt {G4, € PotP | A € P} eine Klasseneinteilung auf P. Es seien
Punkte A, B € P beliebig vorgegeben.Dann gilt:

AaocaB = \/ AaCACaB
CeP

- \/ C €GauABEGea
ceP

>~ \/ GAa = GCa A GC’a = GBa
cePpP

G(Aa:G(Ba
B e Ga,
AaBVA=DB

Damit gilt aca C aUO.
a ist also alternierend.

O

Satz 1.16 (P,||) sei ein affiner Graph. (P,R) = (P, ||)« sei das zu ithm gehdorige
graphische Relativ.Dann gelten die folgenden Umkehrungen:

1.16.1 Fir alternierende Relationen a € R mit a # O und fiir beliebige Punkte
A € P ist Ga, eine Gerade auf (P, ||).

1.16.2 Ist G C P eine Gerade auf (P,||), so gibt es im zugehérigen graphi-
schen Relativ (P,R) eine Relation a € R und einen Punkt A € P,fir die
G = Ga, gilt. Die Relation a ist dabei alternierend und es gilt a # O.

Beweis zu 1.16.1: Es sei a € R eine alternierende Relation auf (P, R) mit
a # O. Ein Punkt A € P sei beliebig gegeben.Es mux gezeigt werden, dax
G 4 4 eine Gerade ist.

zu 1.12_I: Es gilt A € G4, und es gibt wegen der Linkstotalitéit von a einen
Punkt B € P mit Aa B. Wegen a # O gilt dabei A # B. Damit gibt es Punkte
A, B € Gy, mit A # B.

zu 1.12_1I: Es seien Punkte B # C € G 4, und es sei ein Punkt D € P\{B,C}
vorgegeben. Dann gilt:

(B,C) || (B,D) = BBCD

o DEGBBC
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Da a alternierend ist,gilt auxerdem:

B,CeGay = (AaBVA=B)A(AaCVA=C()
= BaoaCVBaCVB=C
- BC=a es gilt B #C

Ferner gilt,da nach 1.15 {G4, € PotP | A € P} eine Klasseneinteilung bildet
und B € Gaq gilt,G o = Gpa-

Damit gilt Ggpoc = Gy = G aq-

Es gilt also (B,C) || (B,D) = D € Ga,.
Damit ist G4, eine Gerade.

O

Beweis zu 1.16.2: Es sei G eine Gerade auf (P, ||). Wihle Punkte A # B €
G.Betrachte die Relation AB auf (P, R). Es gilt fiir alle Punkte C' € P:

CeGaap = AABCV(C=A
< (AB) | (AC)VC =4
= Ced

Damit gilt G4 o = G.Es konnen also ein Punkt A € P und eine Relation a € R
mit G = G4, gefunden werden.

Es mux noch gezeigt werden,dax jede derartige Relation a € R alternierend
ist und dax a # O gilt. Dazu mux gezeigt werden:

Eine Relation a € R und ein Punkt A € P seien beliebig gewéhlt. Ist dann G4,
eine Gerade, so ist a alternierend und es gilt a # O.

Es gilt a # O,da G40 = {A} weniger als zwei Punkte enthiilt.
Ferner gilt fiir beliebige Punkte B € P:

AaoaB > \/ AaCANCaB

CceP

- \/ CeGaaN(AC)| (C,B) A#C gilt wegen a # O
CceP
BeGa, G 4, ist eine Gerade
AaBVA=DB

Damit gilt Aaoca C A(aUO).
Daraus folgt nach der Kiirzungsregel 1.9_1: aoca C a U O.

Damit ist a alternierend.
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O

Aus 1.15 und 1.16 14xt sich folgendes schliexen:

Ist G eine Gerade auf einem affinen Graphen (P, ||),s0 gibt es eine Klassen-
einteilung auf P,die ausschliexlich aus Geraden besteht,zu denen G gehort.Eine
solche Klasseneinteilung kann als eine Parallelklasse von Geraden auf (P, ||) be-
zeichnet werden.

Jeder solchen Parallelklasse auf (P, ||) entspricht eine alternierende Relation
auf dem graphischen Relativ (P,R) = (P, ||).

Eine affine Geometrie mux ausschliexlich aus Parallelklassen von Geraden
bestehen.Soll aus einem graphischen Relativ eine affine Geometrie gewonnen
werden,so miissen damit in diesem Relativ sdmtiche Relationen alternierend
sein.

Def. 1.17 Ein graphisches Relativ (P,R) heixe geometrisch, wenn alle Rela-
tionen in R alternierend sind. Der affine Graph (P,||) = (P, R)y wird dann
ebenfalls geometrisch genannt.

Satz 1.17* Die Klasse der affinen Geometrien kann durch folgende Umkeh-
rungen synonym auf die Klasse der affinen geometrischen Graphen bezogen wer-
den:

1.17.1 Ist (P,||) ein geometrischer affiner Graph, so wird durch (P,G, €, ||a)
mit

g::{GAAB|A7éBeP}

/\  GaasllcGoep <= (A B) | (C,D)
A,B,C,DeP

eine affine Geometrie definiert.

1.17.2 Ist (P,G,€,|) eine affine Geometrie,so wird durch (P, ||p) mit

N\ (AB)|p(C,D) <= gap | gcp
A,B,C,DeP

ein affiner Graph definiert. Dieser affine Graph ist geometrisch.

Beweis zu 1.17.1: Es mux nachgewiesen werden,dax (P,G, €, ||¢ ) eine affine
Geometrie ist.

Nach der Definition gilt P # () und G C PotP. || ist eine Aquivalenzrelation,
da || eine Aquivalenzrelation ist.

Es miissen noch die Bedingungen 1.11_ V-1.11_ VIII nachgewiesen werden.

Zu 1.11_ V:Es seien Punkte A # B € P beliebig vorgegeben. Dann gilt A, B €
G 4 ap- Die Existenz einer Verbindungsgeraden zu A und B ist damit nachge-
wiesen.
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Angenommen Goeop mit C # D € P wire eine weitere Gerade mit A, B €
G¢c cop.Dann mux gelten:

A BeGecep = CA=CD=CB
V(A=CACD =CB)
V(B=CACA=CD)

Aus den beiden letzten Fallen folgt direkt AB = CD.
Im ersten Fall gilt:

CA=CD=CB = ABCACoCB=CDo(CD
- ABCCDoCD=CDUO CD ist alternierend
- AB=CD

Damit gilt in jedem Fall A € Gcep = Ge aB.
Damit gilt nach 1.15 Ga ap = G¢ aB-
Damit gilt Gocop = G4 aB.

Die Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden zu A und B ist damit ebenfalls nach-
gewiesen.

Es gilt also G4 o = gap,wobei gap die eindeutig gegebene Verbindungsgerade
zu A und B nach 1.11_V bezeichne.

Zu 1.11_ VL:Fiir alle Punkte A # B € P gilt A, B € G4 ap. Damit liegen auf
jeder Geraden mindestens zwei Punkte.

Zu 1.11_ VILEin Punkt A € P und eine Gerade gpc € G(B # C € P) seien
beliebig gegeben. Dann gibt es nach 1.1_ IV einen Punkt D € P mit

(A, D) || (B,C)
Mit diesem Punkt D € P gilt dann:
Acgap =GaaplleGeBe = gBC

Die Existenz einer zu ggc parallelen Geraden durch A ist damit nachgewiesen.

Angenommen,es giibe eine weitere Gerade ggr € G (E # F € P),s0 dax gilt:

A€ ggr||lc 9yBe

Dann gilt ggr = gar wegen der Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden (ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit kann A # F' vorausgesetzt werden). Weiterhin
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gilt:

gar llegpc = (A, F) || (B,C)
= (A F) | (A D) da (A, D) || (B, C) gilt
= AF=AD in (P,R)

>~ gar =Gaar =Gaap = gap

Die Eindeutigkeit der parallelen Geraden zu ggc durch den Punkt A ist damit
ebenfalls nachgewiesen.

Zu 1.11_ VIIT:A, B,C € P seien paarweise verschiedene Punkte, und es seien
Punkte A’, B’ € P gegeben mit A’ # B’.Dann gilt:

94B ||l 9a' B

- (A,B)| (A, B

~ \/ (4,C) | (A,C)A(B,C") || (B,C) nach 1.1V
crep

~ \/ garc le gac Ngprer |la gBe
C’eP

Damit ist 1.11_ VIII nachgewiesen.
Damit ist(P, G, €, ||g ) eine affine Geometrie.
O

Beweis zu 1.17.2: Es mux gezeigt werden,dax (P, ||p ) ein affiner Graph ist
und dax in dem zu ihm gehérigen graphischen Relativ (P, R) = (P, ||p ) alle
Relationen alternierend sind.

Es gilt P # 0. ||p ist eine Aquivalenzrelation,da || eine Aquivalenzrelation ist.

1.1_IIT gilt,da gap = gpa nach der Definition der eindeutigen Verbindungsge-
raden fiir alle Punkte A # B € P gelten mux.

Zu 1.1_1V:Es seien Punkte A # B € P und ein Punkt C' € P beliebig gegeben.
Dann gibt es nach 1.11_ VII eine Gerade g € G mit C € ¢’ || gap.

Es kann nach 1.11_ VI ein Punkt D € g gewéhlt werden mit D # C. Damit gilt
nach 1.11_V g = gop.Es gilt also:

9aB || gcp = (A, B) || (C, D)

Damit ist ein geeigneter Punkt D € P gefunden mit (A4, B) || (C, D).
Zu1l.1_V:Seien A, B, C' € P paarweise verschiedene Punkte und seien A’, B’ € P
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Punkte mit A’ # B’.Dann gilt:

(A7B) H’P (A/7 B/)

= gaB || gam

\/ 9ac | gacr Ages |l gors nach 1.11_ VIII
Cc'eP
- \/ (A7C) ||7J (A/,C/)/\(C,B) ||P (0/73/)
c'eP

Damit ist 1.1_ V nachgewiesen.
Damit ist (P, ||p ) ein affiner Graph.

Sei AB mit A, B € P eine beliebige Relation auf dem zu diesem affinen Gra-
phen gehorigen graphischen Relativ (P, R) = (P, ||p )a. Es mux nachgewiesen
werden,dax AB alternierend ist.

Fir A = B ist AB = O die Gleichheitsrelation,die in jedem Fall alternierend
ist.

Ist A # B,so gilt fiir beliebige Punkte C, D € P:

CABoABD » \/ CABEANEABD

EcP
= \/ (C.E)|p (A B)|p(E,D)
EeP
=\ g9ce | 98 || 9ep
EeP
=\ 9ce=gep |l 948 nach 1.11_ VII
EecP
~ \/ gep || gapvC =D
EcP
CABDVCOD

Damit gilt ABo AB C ABUO.

Die Relation AB ist also alternierend.

Damit ist (P, ||» ) ein geometrischer affiner Graph.
O

Beweis zu 1.17* : (P, G, €,||) sei eine affine Geometrie.(P, || ) sei der aus ihr
nach 1.17.2 gewonnene geometrische affine Graph und (P, Gg, €, ||g ) sei die aus
ihm nach 1.17.1 gewonnene affine Geometrie.

Es sei eine Gerade gap, € Gg beliebig gewidhlt mit A # B € P. (gap, bezeichne
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die eindeutige Verbindungsgerade durch A und B auf (P, g, €, ||g ).) Dann gilt

gap; = Gaas
= {CeP|AB=AC}U{4}
= {CeP|(AB)|r(AC)}U{A}
= {C€P|gap |l gactuU{A}
= {CePlgap=gactU{A}
= {CeP|Ce€gap}

= JAB

Damit gilt G = Gg.

Es seien nun Geraden gap,gcp € G beliebig gewédhlt mit A # B € P und
C # D € P. Dann gilt:

gaBllegecp = (A, B)|lp(C,D)

= gaB | 9cp

Damit gilt (P, G, €, ||) = (P,Gg, €, lg)-

Sei nun (P, ||) ein geometrischer affiner Graph. (P, G, €, ||g ) sei die durch 1.17.1
aus ihm gewonnene affine Geometrie und (P, ||p) sei der wiederum durch 1.17.2
aus ihr gewonnene geometrische affine Graph.

Es seien Punkte A # B € P und Punkte C' # D € P beliebig gegeben.Dann
gilt:

(A, B)|lp (C,D) = gagllggcp
= (A,B) | (C,D)

Damit kehren die Verfahren 1.17.1 und 1.17.2 einander um.
O
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2 Der kleine affine Satz von Desargues

2.1 Schwach desarguesche Gruppenpartitionen

In [2] wird beschrieben,wie affine Geometrien durch desarguesche Gruppenparti-
tionen gestiftet werden konnen. Es wird gezeigt,dax die so gestifteten Geometri-
en bis auf Isomorphie genau die sind,die den kleinen affinen Satz von Desargues
erfiillen.

FEine erweiterte Form der desargueschen Gruppenpartitionen kann dazu be-
nutzt werden,affine Graphen zu stiften:

Def. 2.1 (V,v) heixe eine schwach desarguesche Gruppenpartition, wenn

I. V(+4) eine abelsche Gruppe ist (ihr neutrales Element werde mit 0 be-
zeichnet)

IT. ~ eine Abbildung von V nach PotV ist mit 0y = {0}
und wenn gilt:

. A\ ¢,—-CeCy
Ccey

V. /\ Cy#C'v= CyNC'v=10
C,C'ev

V. A\ (A+B)ycC Ay+By
A,BEV

Bem. 2.1* Damit gilt in einer schwach desargueschen Gruppenpartition (V, )
fiir alle Elemente A,B € V:

A€ By = Ay= By
{A~ € PotV | A € V} bildet also eine Klasseneinteilung auf V.

Ein affiner Graph auf einer schwach desargueschen Gruppenpartition (V, ) kann
dann folgendermaxen definiert werden:

Satz 2.2 Jede schwach desarquesche Gruppenpartition (V,v) stiftet gemdix
P:=V

N\ (AB)|(C D)= (~A+B)y=(-C+ D)y
A#B,C#DcP

einen affinen Graphen (P,||).
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Beweis zu 2.2: Esist P =V # (.

|| ist eine Aquivalenzrelation, da eine Aquivalenzrelation ist.Nach der De-
finition operiert || dabei nur auf (P x P)\O.

“_»

Es miissen noch die Bedingungen 1.1_ III-—1.1_ V nachgewiesen werden.
zu 1.1_1III: Es gilt fiir beliebige Punkte A # B € P:

—(—=A+B) e (—A+ B)y mnach 2.1_1II
—-B+Ae(—A+B)y da V abelsch ist
(-B+ A)y=(—A+ B)y nach 2.1*
= (B, A) [l (4, B)
zu 1.1_ IV: Fiir alle Punkte A # B € P und fiir alle Punkte C' € P gilt mit
D:=C—-A+B:
-A+B=-C+(C-A+B) - —-A+B=-C+D
= (=A+B)y=(-C+ D)y
- (A4, B) | (C,D)

zul.1_ V Es seien A, B,C € P paarweise verschiedene Punkte und es seien
Punkte A’ # B’ € P gegeben mit (4, B) || (4’, B’). Dann gilt:

Y

(A, B) || (4", B') (B—=A)yy=(B - A)y

B —A e (B-AnyC(B-Chy+(C— Ay

\/ \/ B — A =B"_ A"

B'"e(B—C)y AVe(C—A)y

. \/ \/ B —B"—= A — A"

B"e(B—C)y A”€(C—A)y

Setze C' :=B' — B" = A" — A",
Dann gilt

B —C'=B"e(B-C)yANA' —C'"=A"e(C—-A)y=(A-C)
Daraus folgt
(B,C") || (B,C) A (A',C") || (A,C)

Der Punkt C’ € P erfiillt damit die Dreiecksbedingung.
Damit ist (P, ||) ein affiner Graph.
O
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Satz 2.2* Das zu einem von einer schwach desargueschen Gruppenpartition
(V,7) gestifteten affinen Graphen (P,||) gehdrige graphische Relativ (P,R) =
(P, |)ex ist gegeben durch:

P=V
R={ABCP?|ABeP}
Dabei ist AB fiir alle Punkte A, B € P definiert durch:

AB={(C,D) € P’ | (~A+ B)y=(—C+ D)y}

Beweis zu 2.2% : Es gilt nach 1.3.2 fiir alle Punkte A, B € P und fiir beliebige
Punkte C,D € P:

CABD
(A,B)|| (C,D)NA#B)V(C=DANA=DB)
(CA+B)y = (-C+Dyy A A £ B)
V(-C+D=0A—A+B=0)

=< (-A+B)y=(-C+D)yNA#B)
V(=C 4+ D)y =(—A+ B)y =0y

= (-A+B)y=(-C+ D)y

Damit gilt fiir alle Punkte A, B € P:
AB = {(C,D) e P*| (~A+ B)y = (~C + D)y}

O

Eine Beispielklasse fiir schwach affine Gruppenpartitionen,deren zugehérige
affine Graphen nicht geometrisch sind, bilden die zyklischen Gruppenpartitio-
nen:

Def. 2.3 (V,~) heixe eine zyklische Gruppenpartition,wenn V(+) eine beliebige
abelsche Gruppe ist und die Abbildung v folgendermaxen definiert ist:

R 2 PotV
T 4 Ay ={-A, A}

Bem. 2.3* Jede zyklische Gruppenpartition (V,7) ist eine schwach desargue-
sche Gruppenpartition.

Der zu einer zyklischen Gruppenpartition gehorige affine Graph heix e zyklischer
Graph zur Gruppe V.

Ist V eine Modulo-Gruppe der Ordnung n, so werde der zu thr gehdrige zyklische
Graph auch als zyklischer Graph der Ordnung n bezeichnet.
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Beweis zu 2.3% : (V, ) sei eine zyklische Gruppenpartition.
Dann gilt 0y = {—0,0} = {0}.

2.1_1III gilt nach der Definition von ~.

Zu 2.1_1IV:Es gilt fiir beliebige Elemente C,C’ € V:

Cy+Cly = {C,—C}+4{C', —C")
- {C,—CYN{C,—C"} =0
= CynC'y=10

Zu 2.1_ V:Fiir beliebige Elemente A, B € V gilt:

(A+ B)y

{A+B,—(A+ B)}
{A+B,-A+B,A-B,—-A—- B}
{A,—-A} +{B,-B}

Ay + By

N

Damit ist (V,7) eine schwach desarguesche Gruppenpartition.

O
Die zyklischen Graphen der Ordnungen 5-8 sind im Anhang mit aufgefiihrt.
Im folgenden soll untersucht werden,unter welchen Bedingungen der von
einer schwach desargueschen Gruppenpartition gestiftete affine Graph geome-
trisch ist.Es wird also untersucht,wann eine schwach desarguesche Gruppenpar-
tition eine affine Geometrie stiften kann.

Def. 2.4 Eine schwach desarquesche Gruppenpartition (V,~y) heixe eine desar-
guesche Gruppenpartition,wenn gilt:

/\ Ay + Ay C AyU {0}
Aev

Bem. 2.4* Fine schwach desarguesche Gruppenpartition (V) ist genau dann
eine desarguesche Gruppenpartition,wenn AyU{0} fir alle Elemente A € V eine
Untergruppe von V(+) ist.

Beweis zu 2.4% : Angenommen,(V, ) sei eine desarguesche Gruppenpartition.
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Es sei ein Element A € V beliebig gegeben. Dann gilt:

Ay U{0}) + (AyU{0})

Ay + Ay) U ({0} + Ay) U (Ay +{0}) U ({0} + {0})
Ay + Ay) U Ay U {0}

Ay U {0}) U Ayu {0}

= Ayu{0}

(
(
(
(

Damit ist AyU{0} gegen + abgeschlossen. Damit ist AyU{0} eine Untergruppe
von V(+).

Sei umgekehrt (V,~) eine schwach desarguesche Gruppenpartition. Fiir alle Ele-
mente A € V sei Ay U {0} eine Untergruppe von V(+). Dann gilt

Ay + Ay C (Ayu{0}) + (AyU{0}) C AyuU {0}

Damit ist (V,~) eine desarguesche Gruppenpartition.

O

Die Bemerkung 2.4* zeigt, dax die hier definierten desargueschen Gruppen-
partitionen mit den desargueschen Gruppenpartitionen aus der Vorlesung iiber
geometrische Relationenalgebra [2] iibereinstimmen.

Satz 2.5 Der von einer schwach desargueschen Gruppenpartition (V,7) gestif-
tete affine Graph (V,||) ist genau dann geometrisch,wenn (V,7) eine desargue-
sche Gruppenpartition ist.

Beweis zu 2.5: Eine schwach desarguesche Gruppenpartition (V,v) und der
von ihr gestiftete affine Graph (V,||) seien gegeben. (V,R) = (V, ||)« sei das zu
(W, ||) gehorige graphische Relativ.

(V, ) sei nun sogar eine desarguesche Gruppenpartition. Es seien Punkte A, B €
V beliebig vorgegeben.Dann gilt fiir alle Punkte C, D € V:

CABo ABD
- \/ CABEANEABD
Ecy
- \/(7A+B)7:(70+E)7:(7E+D)7 nach 2.2*%
Eecvy
= \/ ~-C+E+(-E+D)e(—A+B)y+(-A+B)y
Eecv

—C+De(—A+Bryu{o}
CABDvVC=D
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Damit gilt AB o AB C AB U O im graphischen Relativ (V,R) fiir beliebige
Relationen AB € R. Damit sind alle Relationen in R alternierend. Der affine
Graph (V,||) ist also geometrisch.

Sei umgekehrt der affine Graph (V,||) als geometrisch vorausgesetzt. Ein Punkt
A €V sei beliebig vorgegeben.Dann gilt fiir alle Punkte B € V:

BeAy+Ay = \/] B=C+D

C,DeAy

= \/ -C+B=DecAyACE Ay
C,Dey

= \/ ~C+BeAyAC € Ay
cey

= \/ ~C+Be(-0+AyA-0+C € (-0+ A)y
Ccevy

\/ coABA0OAC
cevy

00A00AB

0(0AUO)B
00ABVB=0
—-0+Be(-0+A)yvB=0
B e Ayu {0}

Y

Y Y Y Y Y

Damit gilt Ay + Ay C Ay U {0} fiir beliebige Elemente A € V.
(V,7) ist also eine desarguesche Gruppenpartition.

O

2_1II Formulierung des kleinen affinen Satzes von Desar-
gues
Der kleine affine Satz von Desargues auf affinen Geometrien kann nach [2] fol-

gendermaxen formuliert werden:

Def. 2.6 Es sei eine affine Geometrie (P, G, €,||) gegeben.Man sagt, die affine
Geometrie (P,G, €, ||) erfiillt den kleinen affinen Satz von Desargues,wenn gilt:

t; € G miti = 1,2,3 seien drei paarweise verschiedene parallele Geraden der
affinen Geometrie (P,G,€,||). Es seien ferner auf jeder Geraden zwei Punkte
A; # B; € t; so gegeben,dax gilt:

gAa, A, H 9B1Bs N Az As || 9By Bs

Dann mux auch gelten:

gA,As H 9B Bs
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Nach [2] erfiillen bis auf Isomorphie genau die affinen Geometrien den kleinen
affinen Satz von Desargues,die von desargueschen Gruppenpartitionen gestiftet
werden.

Im folgenden soll eine erweiterte Fassung des kleinen affinen Satzes von
Desargues fiir affine Graphen formuliert werden.Dabei sollen—analog zu den
Verhiiltnissen bei affinen Geometrien—die durch schwach desarguesche Grup-
penpartitionen gestifteten affinen Graphen bis auf Isomorphie genau die sein,
die diesen erweiterten kleinen affinen Satz von Desargues erfiillen.

Kann diese Aufgabe gelost werden,so ist nach Satz 2.5 die so erweiterte Fas-
sung,falls sie auf einen geometrischen affinen Graphen (P, ||) angewandt wird,ge-
nau dann erfiillt,wenn (P, ||) bis auf Isomorphie von einer desargueschen Grup-
penpartition gestiftet werden kann.

Der so gefundene kleine affine Satz von Desargues auf affinen Graphen ist
damit,auf geometrische affine Graphen angewandt, dem urspriinglichen kleinen
affinen Satzes von Desargues fiir affine Geometrien gleichwertig.

Im folgenden soll die Konstruktion eines solchen Satzes versucht werden. Da
in der Terminologie der affinen Graphen der Begriff der Geraden im allgemeinen
nicht zur Verfiigung steht,wird versucht,den kleinen Satz von Desargues iiber
den Begriff des Parallelogramms zu definieren.

Um das sinnvoll tun zu kénnen,mux die Eindeutigkeit von Parallelogrammen
sichergestellt werden.Im allgemeinen ist diese Eindeutigkeit bei affinen Graphen
nicht gegeben(siehe 1.6,1.7). Um eine Art von Eindeutigkeit trotzdem sicherzu-
stellen,wird folgende Hilfsdefinition getroffen:

Def. 2.7 (P, ||) sei ein affiner Graph. Eine Abbildung

. p3 — P
77 (A,B,0) (A,B,C)o

heixe eine Parallelogrammabbildung auf (P, ||),wenn gilt:

I. Fiir alle Punkte A # B # C € P ist der Punkt (A, B,C)o ein Parallelo-
grammschlux zum Punktetripel (A,B,C).

. A\ (A4 ABo=B
A,BEP

. A (A4,B,C)o=(C,B, Ao
A,B,CeP

V. A (B.C(ABC)olo=A
A,B,CeP



Formulierung des kleinen affinen Satzes von Desargues 40

Fiir beliebige Punkte A, B,C € P heixe das Quadrupel (A, B,C, (A, B,C)o) ein
o-Parallelogramm.

Die Menge aller o-Parallelogramme auf (P, ||) werde mit
II, := {(A,B,C,D) € P* | D = (4, B,C)o}
bezeichnet.

Durch diese Definition wird versucht,eine Teilmenge II, der Menge aller Paral-
lelogramme II auf einem affinen Graphen (P, ||) so auszuzeichnen,dax in ihr die
FEindeutigkeit des Parallelogrammschlusses gilt.

Bem. 2.7* Auf einem affinen Graphen (P,||) gilt fir alle Punkte A, B,C, D €
P:
(A,B,C,D)eIl, = (B,C,D,A),(C,B,A,D)ecll,
- (C,D,A,B),(D,A,B,C) ell,
/\(B7 A7 D7 0)7 (A’ D’ C’ B)’ (D7 O’ B’ A) e HO'

Es sind also fiir ein gegebenes o-Parallelogramm sédmtliche Permutationen,
die sich durch Drehung oder Spiegelung des Parallelogramms ergeben, ebenfalls
o-Parallelogramme.

Beweis zu 2.7* : Es sei ein o-Parallelogramm (A4, B, C, D) € II, gegeben.Dann
gilt:

D=(A,B,C)o = (B,C,D)o=(B,C,(A,B,C)o)o =A nach2.7 1V
- (B,C,D,A) eI,

Auxerdem gilt:

D=(AB,C)s = D=(C,B, Ao  nach2.7_III
(C,B,A,D) e1l,

Y

Damit sind die beiden ersten Permutationen aus 2.7* bewiesen.
Ein o-Parallelogramm kann damit gedreht und gespiegelt werden.

Die restlichen Permutationen aus 2.7* koénnen damit durch mehrmalige An-
wendung der beiden ersten erzeugt werden.

O
Zur Vereinfachung der Arbeit mit o-Parallelogrammen auf graphischen Re-
lativen wird auxerdem das folgende Lemma bewiesen:
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Lemma 2.7** [st (A, B,C, D) ein o-Parallelogramm auf einem affinen Gra-
phen (P, |]),s0 gilt im zugehirigen graphischen Relativ (P, R) = (P, ||)a:

AB=CDANBC=AD

Beweis zu 2.7*% : Es sei ein o-Parallelogramm (A, B, C, D) auf (P, ||) gegeben.
Fiir A # B # C ist (A, B,C, D) nach 2.7_1 ein Parallelogramm. Damit gilt:

(A,B) || (C,D)A (B,C) || (A,D) = AB=CDABC = AD
Ist A = B so gilt nach 2.7_1I C' = D.Damit gilt:
AB=AA=CC=CDANBC=AD

Ist B = C,soist,danach 2.7* (B,C, D, A) € II,, gilt, nach 2.7_1I A = D. Damit
gilt:

AB=CDANBC=BB=AA=AD

Damit gilt in jedem Fall AB =CD A BC = AD.

O
Unter Zuhilfename des Begriffes der o-Parallelogramme kann nun der kleine
affine Satz von Desargues fiir affine Graphen folgendermaxen formuliert werden:

Def. 2.8 Man sagt,ein affiner Graph (P, ||) erfille den kleinen affinen Satz von
Desargues,wenn es eine Parallelogrammabbildung o auf (P, ||) gibt,fir die gilt:

Fiir alle Punkte Ay, B1, A, Bo, A3, B3 € P gilt:

(A1, B1, B, As) € 11, A (Az, By, By, As) € 11, > (A1, By, B3, A3) € 11,

Es wir zunéchst gezeigt,dax die affinen Graphen,die von schwach desargueschen
Gruppenpartitionen erzeugt werden,dieser Fassung des kleinen affinen Satzes
von Desargues geniigen.

Satz 2.9 Ist (V,v) eine schwach desarguesche Gruppenpartition und ist (V, ||)
der von thr gestiftete affine Graph, so erfillt (V,||) den kleinen affinen Satz von
Desargues.
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Beweis zu 2.9: Es wird eine Parallelogrammabbildung o gesucht,die den Be-
dingungen des kleinen affinen Satzes von Desargues geniigt.

Betrachte die folgende Abbildung:

. % - %
771 4,B,0) (A,B,C)o =A—B+C

Es wird zunéchst gezeigt,dax o eine Parallelogrammabbildung ist.

Zu 2.7_1: Es seien Punkte A # B # C € V beliebig gegeben. Weiterhin werde
der Punkt D € V folgendermaxen definiert:

D:=A-B+C=(AB,C)

Dann gilt: 0#A-B=A-B+C-C=D-C
Weiterhin gilt: 0 #C —B=C—-B+A—-A=A—-B+C—-A=D-A
Damit gilt in in der desargueschen Gruppenpartition (V,~):

(A=B)y=(D—=C)yy#{0} A (C = B)y = (D — A)y #{0}
Damit gilt auf dem affinen Graphen (V, ||):
(B, A) [| (C, D) A (B,C) || (D, A)

Damit ist D = (4, B, C)o ein Parallelogrammschlux zum Tripel (4, B, C).
Zu27.1: J\ (A,A,Bjg=A-A+B=B

A,BeV

Zu27 1 /\ (A,B,C)o=A-B+C=C-B+A=(C,B,A)o
A,B,Cey

Zu27.1V:  J\ (B,C,(A,B,C)o)s=B-C+(A-B+C)=A
A,B,Cey

Damit ist o eine Parallelogrammabbildung.

Es seien nun Punkte A;, By, As, Bo, A3, Bs € V beliebig gegeben. Dann gilt:

(A1, By, B, As) € I, A (As, By, Bs, A3) € T1,,
(A1, By, Bo)o = Az A (Ag, By, Bs)o = Aj

Ay — By + By =Ay AN Ay — By + By = Aj

A3 = (A1 —B1+ B2) —Ba+ By =A; — B1 + B3
(A1, By, B3)o = As

(Ay, By, Bs, A3) € 11,

Y Y Y Y Y

Damit gilt auf (V,||) der kleine affine Satz von Desargues unter der Parallelo-
grammabbildung o.
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O

Noch zu zeigen ist die umgekehrte Richtung: Zu jedem affinen Graphen,der
den kleinen affinen Satz von Desargues erfiillt,gibt es eine schwach affine Grup-
penpartition, die diesen affinen Graphen bis auf Isomorphie stiftet.

Um diese Richtung beweisen zu kénnen,wird zunéchst der Begriff der Trans-
lation auf einem affinen Graphen, der den kleinen affinen Satz von Desargues
erfiillt,definiert und untersucht.

2_TIIT Translationen auf desargueschen affinen Graphen

Im folgenden sei (P, ||) ein affiner Graph,der den kleinen affinen Satz von De-
sargues erfiillt.o sei eine Parallelogrammabbildung, unter der (P, ||) diesen Satz
erfiillt.

Dann kann eine Translation auf dem affinen Graphen (P, ||) folgendermaxen
definiert werden:

Def. 2.10 Fine Abbildung

P = P
71 4 At

heixe eine Translation auf (P, ||),wenn (A, B, Bt, A1) fiir alle Punkte A, B € P
ein o-Parallelogramm ist.

Die Menge aller Translationen auf (P, ||) werde mit © bezeichnet.
Bem. 2.10* Jede Translation 7 auf (P, ||) ist eine Bijektion.

Beweis zu 2.10* : 7 € O sei eine beliebige Translation auf dem affinen Graphen
P, 1)
Es sei ein Punkt A € P beliebig,aber fest gew&hlt.Dann gilt fiir alle Punkte

BeP:
(A1, A, (B,Ar,A)o0)oc = B nach2.7_1V
= ((B,Ar,A)o, A, AT)oc = B nach2.7_1II

Andererseits gilt nach 2.10 fiir alle Punkte B € P:

((B,At,A)o, A, A1, (B, A1, A)o) 1) € II,,
= ((B,Ar,A)o, A, AT)o = ((B, A1, A)o) T

Damit gilt fiir alle Punkte B € P: B = ((B, Ar, A)o) 7.
Damit ist 7 surjektiv.

Es seien nun Punkte A, B € P beliebig vorgegeben. Dann ist (A, B, BT, AT) und
damit nach 2.7* auch (B7, AT, A, B) ein o-Parallelogramm.
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Damit gilt: (Bt, Ar, A)o = B

Nach 2.7_11 gilt dann: Br = At - A=B
Damit ist 7 auch injektiv.

T ist also eine Bijektion.

O
Die Menge © aller Translationen auf dem affinen Graphen (P, |) soll im
folgenden zu einer schwach desargueschen Gruppenpartition erweitert werden.
Dazu wird © zuniichst zu einer abelschen Gruppe erweitert.

Satz 2.11 (©,0) ist eine abelsche Gruppe mit v als neutralem Element.Dabei
bezeichne o das Hintereinanderausfiihren von Funktionen. 1 bezeichne die Iden-
titdtsfunktion.

Beweis zu 2.11: Die Menge aller Bijektionen auf P ist beziiglich o eine Gruppe.

Da © eine Teilmenge der Menge aller Bijektionen auf P ist,mux gezeigt wer-
den,dax © beziiglich o und beziiglich der Inversion abgeschlossen ist.

Um zu zeigen,dax die Gruppe (©,0) abelsch ist,mux weiterhin gezeigt wer-
den,dax o kommutativ ist.

Zunéchst wird die Abgeschlossenheit der Translationen © gegen o gezeigt:

Es seien Translationen 71, 75 € © beliebig vorgegeben. Dann gilt fiir alle Punkte
A BeP:

(A, B, By, A1), (A1, BT, (B11)72, (AT )72) € 1,
Damit gilt nach dem kleinen affinen Satz von Desargues:
(A,B,B(t1 0m2), A(T1 0 12)) = (4, B, (B11)72, (AT1)T2) € I,

Damit ist 7 o 75 ebenfalls eine Translation.© ist also beziiglich o abgeschlossen.
Es sei nun eine Translation 7 € © beliebig vorgegeben.

Betrachte die zu 7 inverse Relation 771.

Es gilt fiir alle Punkte A, B € P (A7~!,Br=1, B, A) € Il,.
Damit gilt nach 2.7* auch: (A, B, Br—1, A=) € II,.

Damit ist auch 77! eine Translation.® ist also beziiglich der Inversion abge-
schlossen.

(0, 0) ist damit eine Untergruppe der Bijektionen auf P.

Es seien nun wiederum Translationen 7,7 € © vorgegeben.
Dann gilt fiir alle Punkte A € P: (Amy, A, ATe, A(T1 0 12)) € 11,
Nach 2.7* gilt damit auch: (A, A, A1y, A(T1 0 72)) € 11,
Weiterhin gilt (A1, A, ATy, A(To011)) € I1,,

Wegen der Eindeutigkeit der o-Parallelogramme mux damit gelten:

/\ A(my0ome) = A(To 011)
AeP
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Damit gilt: /\ TLOTy = T2 OTy.
T1,T2€O
Damit ist die Gruppe (0O, o) abelsch.

O
Weiterhin gilt fiir die Menge der Translationen © auf (P, ||):

Satz 2.12 Die Translationen operieren scharf einfach transitiv auf (P, ). Es
gilt also:

1
/\ \/ Ar =B
A,BEP r€6

Diese eindeutig zu A und B bestimmte Translation T werde im folgenden mit
Ta,B bezeichnet.

Beweis zu 2.12: Es seien Punkte A, B € P beliebig vorgegeben.Betrachte die
Abbildung;:

P = P
TAB =Y ¢ Crap = (C, A, B)o

Zunichst wird gezeigt,dax 74 p eine Translation ist. Dazu ist nachzuweisen:

/\ (C.D,D7sp.Crap)€ll,
C,DeP

Es seien Punkte C, D € P beliebig vorgegeben.Dann gilt:

(C, A, B, (C, A, B)o), (D, A, B, (D, A, B)o) €I,
> (C,A,B,Cta,),(D,A, B,D1s ) €11,
> (C,C7a,p,B,A),(A,B,D74,,D) €1l, nach2.7*
= (C,C7a,p,D7ap,D)ell, nach Desargues
> (C,D,D14,p,C7ap)€ll, nach 2.7*

Damit ist 74 p eine Translation auf (P, ||).
Auxerdem gilt At4 g = (A, A,B)o = B.

Damit ist 74 g eine Translation auf dem affinen Graphen (P, ||), die A4, 5 = B
erfiillt.Die Existenz einer solchen Translation ist damit nachgewiesen.

Es mux noch gezeigt werden,dax 74, g die einzige Translation auf © ist,die diese
Bedingung erfiillt.

Es sei T4 p € © eine weitere Translation mit A74 p = B.

Dann mux (C, A, A74 g,C7a, p) fiir alle Punkte C' € P ein o-Parallelogramm
sein.



Translationen auf desargueschen affinen Graphen 46

Es mux also fiir alle Punkte C' € P gelten:
C’TN'AﬁB = (C, A,A%A73)0 = (C, A, B)O’ = CTA,B

Damit gilt 74, p = 74 B.
Die Translation 74,p ist also eindeutig.

O
Die abelsche Gruppe (©,0) kann nun auf folgende Weise zu einer schwach
desargueschen Gruppenpartition ergénzt werden:

Satz 2.13 (0,v) mit

0 — Pot®
vi=d T Ty :={r" €O /\ AAT = AAT'}
AeP

ist eine schwach desarquesche Gruppenpartition. Dabei seien AAT und AAT' die
entsprechenden Relationen auf dem zu dem affinen Graphen gehérigen graphi-

schen Relativ (P,R) = (P, ).

Zur Vereinfachung des Beweises von 2.13 wird zunéchst das folgende Lemma
gezeigt:

Lemma 2.13* Fiir beliebige Translationen 7,7 € © gilt:

\/ AAT = BB — /\ CCr = DD7’
A,BEP C,DeP

Damit gilt fiir jede Translation T € ©:

y={1"€0O] \/ AAT = BBT'}
A,BEP

Beweis zu 2.13* : Es seien Translationen 7,7’ € © und es seien Punkte A4, B €
P beliebig gewiihlt. Fiir alle Punkte C, D € P gilt dann nach 2.7%* :

(C, A, Ar,C7),(B,D,D7',BT") € 1l, = CCT = AAT A BBT' = DD7’
Damit gilt:

\/ AAT = BB — /\ CCt = DD7'
A,BeP C,DeP

Die umgekehrte Richtung ist wegen P # () trivial.

O
Mit Hilfe des Lemmas 2.13* kann nun der Satz 2.13 bewiesen werden.
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Beweis zu 2.13: (©,0) ist eine abelsche Gruppe.Fiir ihr Nullelement ¢ gilt:

(t)y {ree| N\ AA = AAr}

AeP

= {reo| \ AA=0=AAr}
AeP

= {reo| \ A=Ar}
AeP

= {4

Um zu zeigen,dax (0, ) eine schwach desarguesche Gruppenpartition ist, miis-
sen damit nur noch die Bedingungen 2.1_ IIT—2.1_ V nachgewiesen werden.

Zu 2.1_1III:Es sei eine Translation 7 € © beliebig gegeben.
T € 7 gilt,da AAT = AAT fiir beliebige A € P gilt.
Ferner gilt fiir beliebige Punkte A € P:

(A, ATV AV AT) €T, = AAT™ = AAT = 771 €7y

Damit gilt /\ 7l ery.
TEO
Zu 2.1_1V:Es seien Translationen 7,71, 75 € © beliebig gegeben. Dann gilt:

renyNmny = [\ AAT = AAn A AAT = AAr
AepP
-\ AAr = AAn
AeP

= Ty =T

Zu 2.1_ V:Es seien Translationen 7,71, 75 € © so gegeben,dax 7 € (11 072)7y gilt.
Ein Punkt A € P werde beliebig gewihlt.
Dann gilt

AAT = AA(11 019) C AAT1 0 AT1 A(T1 0 T2)
= A (AAT 0 ATy (AT)T2) AT

= \/ AB = AAr A BAT = Ary(Am)my
BeP

Nach 2.12 existiert die Translation 74 p € © mit Aty p = B.
Da AB = AAm gilt,gilt 74,5 € T17.
Auxerdem gilt

BB(TXEB oT) = B(BTX}B)T = BAT = Ar(An)12
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Nach 2.13* gilt damit TX}B oT € TyY.
Damit gilt: 7 =74, p o (TZ}B oT) € T17y 0 To.
Damit ist 2.1_ V nachgewiesen.

Damit ist (©,~) eine schwach desarguesche Gruppenpartition.

O

Mit Hilfe der schwach desargueschen Gruppenpartition der Translationen
aus Satz 2.13 konnen nun die affinen Graphen,die den kleinen affinen Satz von
Desargues erfiillen und die schwach desargueschen Gruppenpartitionen folgen-
dermaxen aufeinander bezogen werden:

Satz 2.14 Die Klasse der schwach desargueschen Gruppenpartitionen und die
Klasse der affinen Graphen,die den kleinen affinen Satz von Desargues erfiil-
len,sind durch die Verfahren aus 2.2 und 2.13 synonym aufeinander bezogen.FEs
gilt also:

2.14.1 Ist (V,7) eine schwach desarquesche Gruppenpartition, (V,||) der von
thr gestiftete affine Graph,der den kleinen affinen Satz von Desargues mit der
Parallellogrammabbildung o aus 2.9 erfillt, und ist (0,~,) die wiederum von
diesem affinen Graphen gestiftete schwach desarguesche Gruppenpartition der
Translationen auf (V, ||),so gilt:

(V1) = (©,77)

2.14.2 Ist (P, ||) ein affiner Graph,in dem der kleine affine Satz von Desargues
gilt, (©,~,) die von ihm gestiftete schwach desarguesche Gruppenpartition der
Translationen auf (P, ||) und (O, || ) der von dieser Gruppenpartition gestiftete
affine Graph,so gilt:

(P, 1)) = (©, [I-)

Beweis zu 2.14.1: Betrachte die Abbildung

5= yV - (C]
] A Ab =194

Dabei bezeichne 0 das Nullelement der Gruppe (V, +).
Nach 2.12 ist § eine Bijektion.
Ferner gilt fiir alle Elemente A, B € V:

O(r0,4a0708) = Amo.B
= (4,0,B)o nach 2.12
= A—-0+4+B nach29
= A+B

= 070,4+B
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Damit mux wegen der Eindeutigkeit von 79 44+p To,4+B = 70,4 © To,B gelten.

Damit gilt
(A+ B)d = T9(a4B) = Toa 0 ToB = Ad 0 B
Damit ist die Bijektion ¢ ist ein Gruppenisomorphismus der Gruppe (V, +) auf

die Translationsgruppe (0, o).

(V,R) = (V, ) sei nun das zum affinen Graphen (V,||) gehorige graphische
Relativ.

Dann gilt fiir alle Elemente A € V:

(Ad)v, {r€0]00r =007} nach 2.13*
= {17 €0 |0B =04} nach 2.12
= {rop€O®|B—-0€(A—-0)y} nach 2.2*
= {np€O|Bec Ay}

= (Av)0

Damit gilt /\ Ay = Ady,.
AeP

Damit gilt (V,7) ~ (©,,) unter dem Isomorphismus 6.
O
Beweis zu 2.14.2: Betrachte die Abbildung
5= P — ()

] A Ab =104
Nach 2.12 ist § eine Bijektion.

(P,R) = (P, ||)c sei das zum affinen Graphen (P, ||) gehérige graphische Rela-
tiv.
Es seien Punkte A # B € P und Punkte C' # D € P beliebig gegeben. Dann
gilt

(70,4, 70,8) |l= (T0,c,70,D) (To.4 ©70.8) € (Tg.¢: © T0.0)Y

Ta,B € (TC,D)Y

AArap = CCrcp nach 2.13*
AB=CD

(4,B) | (¢, D)

X X xXx X X

Damit gilt (P, ||) ~ (O, ||~ ) unter dem Isomorphismus .
O
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Die Synonymitéit der schwach desargueschen Gruppenpartitionen und der
affinen Graphen,die den kleinen affinen Satz von Desargues erfiillen, ist damit
nachgewiesen.

Der kleine affine Satz von Desargues fiir affine Graphen kann damit als eine
Verallgemeinerung des kleinen affinen Satzes von Desargues fiir affine Geome-
trien angesehen werden.
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3 Unterstrukturen affiner Graphen

3_ 1 Unterrdume auf affinen Graphen

Wie der kleine affine Satz von Desargues kann auch der Begriff des Unterraumes
auf affinen Geometrien,so wie er in [2] gegeben ist,auf affine Graphen iibertragen
werden.Unterrdume auf affinen Graphen konnen folgendermazen definiert wer-
den:

Def. 3.1 Ist (P,||) ein affiner Graph,so heize eine Teilmenge Q C P mit Q # ()
ein Unterraum von (P, ||) (in Zeichen:Q < P ),wenn gilt:

A A NAB) (D)= DeQ

A#BeQ CeQ DeP

Man sieht leicht,daz jeder Unterraum eines affinen Graphen selbst ein affiner
Graph ist.

Im zu einem affinen Graphen (P, ||) gehorigen graphischen Relativ (P, R)
kann eine zu dieser Bedingung gleichwertige Forderung formuliert werden:

Satz 3.1* Fine Teilmenge Q C P mit Q # 0 ist genau dann ein Unterraum
auf einem affinen Graphen (P, |),wenn in dem zu (P,||) gehdrigen graphischen
Relativ (P,R) = (P, |Na gilt:

/\ ABCcQ

A,B,CeQ

Beweis zu 3.1* : Auf einer Teilmenge ) # Q C P seien Punkte A, B,C € Q
beliebig vorgegeben. Gilt dann B # Cso sind folgende Zeilen dquivalent:

/\ (B,C)|| (A, D)~ DeQ

DeP

< J\ BC=AD>DecQ
DeP

= AmeD>DEQ
DeP

=< ABCCOQ

Gilt B=C,s0 gilt ABC =A0 ={A} C Q.
Damit gilt:

AN N NAaBlep—=Dnea=x A ABCCQ

A#B€Q CeQ DeP A,B,CeQ

Damit gilt /\ ABC C Q genau dann,wenn Q ein Unterraum von (P, ||)
A,B,CeQ
ist.
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O

Die Bedingung aus 3.1* entspricht einer Bedingung aus der Vorlesung zur
geometrischen Relationenalgebra [2], nach der eine Teilmenge Q@ C P genau
dann ein Unterraum einer affinen Geometrie ist,wenn im zugehorigen affinen
Relativ fiir alle Punkte A, B,C € P A,B,C € Q = ABC C Q gilt.

Der Unterraumbegriff auf affinen Graphen kann damit als eine Erweiterung
des Unterraumbegriffs auf affinen Geometrien verstanden werden.

Im folgenden wird versucht,den Unterrdumen auf affinen Graphen entspre-
chende Strukturen auf graphischen Relativen zu finden.

Def. 3.2 Es sei (P,R) ein graphisches Relativ und es sei @ C P eine Teil-
menge der Punktmenge P mit Q # 0. Dann kann eine Relation Q% auf P
folgendermazen definiert werden:

U @@=

Qi€Qi=1,2

Bem. 3.2* [st Q < P ein Unterraum eines affinen Graphen (P, ||), so gilt im
zu (P, ||) gehirigen graphischen Relativ (P,R) = (P, |)a:

/\ @=A4Q°

A€Q
Zum Beweis dieser Bemerkung wird zunéchst das folgende Lemma bewiesen.

Lemma 3.2** [st ) £ Q C P ein belicbige Teilmenge der Punkte auf einem
affinen Graphen (P, ||), so gilt in dem zu (P, ||) gehdrigen graphischen Relativ
(P,R) = (P, [[)e:

N\ QcAg?

AeQ

Beweis zu 3.2*%* : Es sei ein Punkt A € Q auf einer Teilmenge Q C P beliebig
vorgegeben. Dann gilt fiir alle Punkte B € P:

BeQ-ABC Q*- AQ’B > Be AQ?

Damit gilt Q c AQ?2.

O
Mit Hilfe des Lemmas 3.2** kann nun die Bemerkung 3.2* bewiesen werden.

Beweis zu 3.2* : Q < P sei ein Unterraum eines affinen Graphen (P, ||). Dann
gilt im graphischen Relativ (P,R) = (P, ||)« fir jeden Punkt A € Q und fiir
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alle Punkte B € P:

BeAQ?> ~ AQ’B

A |J @B
Qi€Qi=1,2
- V AQ@:B
Q1,Q2€Q
- V AB=QiQ:
Q1,Q2€Q
- \/ BGAQlQQ
Q1,Q2€Q
- BeQ nach 3.1*

Damit gilt 4AQ? C Q.
Wegen 3.2*¥* gilt dann sogar: Q = AQ?2.
O

Def. 3.3 Ist (P,R) ein graphisches Relativ,so werde mit
R := RN AequiP
die Menge aller auf P abgeschlossenen Zquivalenzrelationen bezeichnet.

Die Unterréume eines affinen Graphen und die abgeschlossenen Zquivalenzrelationen
des zu ihm gehorigen graphischen Relativs konnen nun folgendermazen aufein-
ander bezogen werden:

Satz 3.3* Ist (P,R) ein graphisches Relativ und ist (P,||) = (P, R)y der zu
diesem graphischen Relativ gehdrige affine Graph,so gilt:

R={Q?cPxP|Q< (P}

Beweis zu 3.3* : Es sei Q ein Unterraum des affinen Graphen (P, ||) = (P, R)~.
Nach der Definition 3.2 ist Q2 als Vereinigung abgeschlossener Relationen abge-
schlossen. Es gilt also jedenfalls Q2 € R. Nach 1.10* ist die Relation Q2 damit
auch symmetrisch.

Wihle nun einen beliebigen Punkt A € Q # (.
Dann gilt A€ Q> O = AA C Q?
Damit ist Q2 auch reflexiv.

Um die Transitivitidt von Q2 zu beweisen,muz gezeigt werden,daz Q2o Q? C Q2
gilt.
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Ein Punkt A € Q sei fest vorgegeben. Dann gilt fiir alle Punkte B € P:

BeAQ0Q* » \/CeAQ’NBeCQ

ceP

- \/CGQ/\BéCQ2 nach 3.2*%
CeP

~ BeQ=AQ? nach 3.2*%

Damit gilt A Q% 0 Q% c A Q2.

Damit gilt nach der Kiirzungsregel 1.9_ I auch Q% o Q2 C Q2.
02 ist also eine Zquivalenzrelation.

Damit gilt 02 € R.

Es sei umgekehrt eine abgeschlossene Zquivalenzrelation U € R beliebig vorge-
geben.Es wird ein Unterraum Q < P gesucht, fiir den U = Q? gilt.

Ein Punkt A € P sei beliebig vorgegeben. Dann gilt fiir alle Punkte B, C, D € P:

B,C,De AU
= AUCANAUDANAU=BU U ist eine Zquivalenzrelation
CUDNAU=BU U ist transitiv

= CDCUNBCDcCBU=AU

Damit gilt ~ /\  BCD c AU
B,C,DeAU

Da U reflexiv ist,gilt auzerdem A € AU. Damit gilt U # 0.
Damit ist AU nach 3.1% ein Unterraum von (P, |).
Ferner gilt nach 3.2% AU = A(AU)%.

Damit gilt nach der Kiirzungsregel 1.9_I:

U= (AlU)?
Damit ist Q := AU ein Unterraum des affinen Graphen (P, ||),fiir den U = Q?
gilt.

Damit gilt R = {Q*C P xP|Q < (P,|)}.
O

Satz 3.3** Die Menge R der abgeschlossenen Zquivalenzrelationen auf einem
graphischen Relativ (P, R) lizt sich auf folgende Weise zu einer Verbandsalgebra
erwettern:

3.3.1 (7%,0)' ist eine Unterhalbgruppe der in 1.10 behandelten kommutativen
Halbgruppe (R, 0).
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3.8.2 R ist durchschnittstreu.

3.3.3 (R,0,N) ist eine Verbandsalgebra.

Beweis zu 3.3.1: Es muz lediglich die Abgeschlossenheit von R C R gegen das
Relationenprodukt o gezeigt werden.

Es seien Relationen a,b € R beliebig vorgegeben. Dann gilt jedenfalls a o b €
R.da (R, o) nach 1.10 eine Halbgruppe ist.

Um nachzuweisen,daz a o b € R gilt, muz damit nur noch gezeigt werden,daz
a o b eine Zquivalenzrelation ist.

Zur Reflexivitdt:Ein Punkt A € P sei beliebig vorgegeben.

Dann gilt Aa AN AbA, da a und b reflexiv sind.

Damit gilt auch Aao b A.

Damit ist die Relation a o b reflexiv.

Die Kommutativitit von a o b gilt wegen a,b € R bereits nach 1.10.

Zur Transitivitéit: Es gilt

aob = (aoca)o(bobd) daaund b transitiv sind

= (aob)o(aob) daokommutativ und assoziativ ist

Damit ist die Relation a o b auch transitiv.
Damit ist a o b eine Zquivalenzrelation.
Damit gilt /\ aobeR.

a,beER
R ist also gegen o abgeschlossen.
O

Beweis zu 3.3.2: Es sei eine Menge R’ C R von abgeschlossenen Zquivalenzrelationen
auf (P, R) beliebig vorgegeben. Es muz gezeigt werden,daz gilt:

R eR

Als Schnittmenge von Zquivalenzrelationen ist (R’ ebenfalls eine Zquivalenzrelation.

Es seien ferner Punkte A, B € P beliebig vorgegeben.Dann gilt:

!
ANR'B -~ N AaB
a€R’
> /\ AB Ca da a abgeschlossen ist
a€R’
- ABC[R
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Damit ist die Zquivalenzrelation ()R’ beziiglich des graphischen Relativs (P, R)
abgeschlossen.

Damit gilt R’ € R.

R ist also durchschnittstreu.

O

Beweis zu 3.3.3:

Zu I1.12_III: Es sei eine Relation a € R beliebig vorgegeben.
Dann gilt a o a C a,da a transitiv ist.

Andererseits muz a reflexiv sein.

Damit gilt O Ca>=a=0o0a Caoa.

Damit gilt a = aoa.a =aNa gilt in jedem Fall.

Zu I1.12_TV:o ist nach 3.3.1 kommutaiv. N ist kommutativ.
Zu I1.12_ V:o ist nach 3.3.1 assoziativ. N ist assoziativ.

Zu I1.12_ VI:Es seien Relationen a,b € R beliebig gegeben.
Dann gilt jedenfalls a N (a0 d) C a.

Auzerdem gilt a = a0 O Cao(anb),da a und b reflexiv sind.
Es seien nun Punkte A, B € P beliebig vorgegeben.

Dann gilt:

AaB - AaBABbB b ist reflexiv
= AaBANAaobB
= A(anf(aob)) B

Auzerdem gilt:

Aao(anb)B » \/ AaCACaBACHB
ceP

- AaB a ist transitiv

Damit gilt « C aN(aob) und ao (aNb) C a.
Damit gilt: /\ a=aN(aob)ANa=ao(anb)
(L,bGﬁ

Damit ist I1.12_ VI nachgewiesen.
Damit ist (R,o,N) eine Verbandsalgebra.
El ..

Zu der Verbandsalgebra der abgeschlossenen Zquivalenzrelationen (R,o0,N)
auf einem graphischen Relativ (P,R) kann auf dem affinen Graphen (P, ||) =
(P, R)y aus allen Unterrdumen auf (P, ||),die einen festen Punkt A € P enthal-

ten, eine isomorphe Verbandsalgebra gebildet werden.
Dazu wird zunéchst wird die folgende Definition getroffen:
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Def. 3.4 Ist (P,||) ein affiner Graph,so bezeichne
M:={QCP|Q<(PI)}

die Menge aller Unterriume auf (P,]|).

Es sei nun ein Punkt A € P beliebig,aber fest vorgegeben.Dann bezeichne
Ma:={QCP|AcQ< (P}
die Menge aller Unterriume auf (P,||),die A enthalten.

Lemma 3.4* Ist (P,||) ein affiner Graph und ist ein Punkt A € P auf (P,|)
beliebig vorgegeben, so ist M 4 ein durchschnittstreues System von Unterrdumen

auf (P, |])-

Beweis zu 3.4% : Es sei eine Teilmenge M 4" C M 4 beliebig vorgegeben. Dann
gilt fiir alle Punkte B # C, D, E € P:

B,C,D €[ \MA' A (B,C) | (D,E)
- /\ B.C,DeQA(B,C)|(D,E)

QeMy4’

— /\ EeQ Q ist ein Unterraum
QeM,’

- Ee( M4

Damit ist () M4' ein Unterraum des affinen Graphen (P, ||).
Auzerdem gilt: /\ AeQ>Ae ﬂMA/

QeMy’
Damit gilt fiir beliebige Teilmengen M4 C My : n/\/lA' € My,
M 4 ist also durchschnittstreu.

O
Da der Schnitt beliebiger Unterrdume aus M 4 selbst wieder ein Unterraum
ist,kann nun die folgende Definition getroffen werden:

Def. 3.4*%* FEine zweistellige Operation V auf M 4 kann folgendermazen defi-
niert werden:

MAXMA—> MA
vi—d & Q Q1 V Q= A

Q1UQ2CQEM 4

Satz 3.5 Ist (P,|) ein affiner Graph und ist (P,R) = (P, ||)a das zu ihm
gehorige graphische Relativ,so gilt fiir jeden Punkte A € P:

(MA7 \/a m) = (Ra o, m)

(M4, V,N) ist also ebenfalls eine Verbandsalgebra.
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Beweis zu 3.5: Es sei ein Punkt A € P auf einem affinen Graphen (P, ||) beliebig
vorgegeben. Betrachte die Abbildung

__{MA — R
P = Q Q2

Nach 3.3* ist ¢ wohldefiniert und surjektiv. Weiterhin gilt fiir beliebige Un-
terrdume Qq, Qs € My:

Q1#Qy = AQ?# AQ% nach 3.2%
- Q +# 03 nach 1.9_1

Damit ist ¢ auch injektiv.Damit ist ¢ eine Bijektion von M4 auf R.

Auzerdem gilt fiir beliebige Unterrdume Qq, Qs € M4 und fiir alle Punkte
B e P:

BeAQipoQap = AQioQ3B

- \/ CeAQiAnBeCQ]
ceP

- \/ CeQABeCQ]
CeP

= \V CeQUQABEC(QUQ)
CceP

= \/ C€QVQABEC(QV Q)
CcePpP

Be O,V Q, nach 3.2%
BeA(QV Q2)2 nach 3.2*
- B EA(Ql\/QQ)gD

Damit gilt: A Q1p0 Qo C A(Q1V Q2)p

Damit gilt nach 1.9_T: Q100 Qs C (Q1 V Qa)ep.

Umgekehrt gilt: Q) = AQ? = AQ3 00 C AQ7 0 Q3, da Q3 reflexiv ist.
Entsprechend gilt auch Qs C A Q% o Q%.

Damit gilt: Q1 U Qy C AQ? 0 Q3.

Q% o Q3 ist als Relationenprodukt abgeschlossener Zquivalenzrelationen selbst
eine abgeschlossene Zquivalenzrelation.

Damit ist A Q2 o Q3 ein Unterraum des affinen Graphen (P, ||).
Da auzerdem A € AO C A Q% o Q2 gilt,gilt damit

Qv Q= [l QcA4gio9;

Q1UQ2CQEM 4
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da A Q% o Q% an der Schnittbildung von Q; V Qs teilnimmt.

Damit gilt nach 3.2¥ A(Q; V Q2)2 C AQ%0 Q2.

Damit gilt nach der Kiirzungsregel 1.9 1 (Q1 V Qa)p C Q1 0 Qsp.
Damit gilt Q10 Qo = (Q1V Q2)¢.

Auzerdem gilt:

A(Q1pN Qo)
= AQpNAQp=AQINAQ]
= QINQ=A4(21NQ)2 Esgilt Ac Q1NQy < (P,])
= A(QiNQ)yp

Damit gilt nach der Kiirzungsregel 1.9_I: Q190 N Qa0 = (Q1 N Q).
Damit ist ¢ ein Isomorphismus der Verbandsalgebra (R, o,N) auf (My,V,N).
Damit ist (M4, V,N) ebenfalls eine Verbandsalgebra.

O
Durch den Satz 3.5 ist auzerdem folgendes sichergestellt:

Bem. 3.5* Fs gilt fiir beliebige Punkte A, B € P auf einem affinen Graphen
(P, 1D:

(Ma,V,N) =~ (Mp,V,N)

Die Verbandsalgebren verschiedener Klassen M4, Mp von Unterrdumen auf
einem affinen Graphen (P, ||) sind also gleich.

Dieses Ergebnis ist erwéhnenswert,da—im Gegensatz zu den Verhéltnissen
bei affinen Geometrien—zwei aus derselben abgeschlossenen Zquivalenzrelation
U C R gebildete Unterriume AU und BU mit unterschiedlichen Punkten
A, B € P nicht isomorph sein miissen.(Gegenbeispiele sind unter anderem affine
Graphen mit Geraden verschiedener Punktzahl.Betrachte etwa den 2-Geraden-
Graphen mit sieben Punkten auf S.88.)

3_1I Multigruppen und Multigruppenrelationen

Im folgenden soll der Begriff der Multigruppe zur Beschreibung graphischer
Relative zur Verfiigung gestellt werden. Nach Comer [3] ist eine Multigruppe
folgendermazen definiert:

Def. 3.6 (P,-,~1,0) heize eine Multigruppe,wenn gegeben sind:
I. eine Menge P ={a,b,...} mit O € P
II. eine Abbildung

P - P

a a1
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III. eine Verknipfung

_J P x P — PotP\{0}
] a b ab

und wenn gilt:

Iv. /\ a0 = {a}

a€P

V. /\ (ab)e = a(be)

a,b,ceP

VI. /\ ceab=bealc
a,b,ceP

VII. /\ ceab=acch!
a,b,ceP

W

Dabei wird die Verkniipfung in folgender Weise auf PotP erweitert in-

terpretiert:
PotP x PotP — PotP
=) A B AB:= | ab
a€AbEB

Ferner werden fiir alle Elemente a € P und fiir alle Teilmengen A C P a.A und
Aa folgendermazen definiert:

aA = {a}A Aa:= A{a}

Die Definition 3.6 kann im Fall ~' = ¢ folgendermazen vereinfacht werden:

Def. 3.7 (P,-,0) heie eine symmetrische Multigruppe,wenn gegeben sind:

I. eine Menge P = {a,b,...} mit O € P

I1. eine Verkniipfung

)P x P = PotP\ {0}
] a b ab

und wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

. A a0 = {a}

a€P

Iv. /\ (ab)e = a(be)

a,b,ceP

V. /\ ceab=—=becac
a,b,ceP
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VI. /\ cecab=—=acch
a,b,ceP

Bem. 3.7* Damit gilt fiir symmetrische Multigruppen auZerdem

/\ ab = ba

a,beP

Beweis zu 3.7* : Es seien Elemente a,b € P beliebig vorgegeben. Dann gilt fiir
alle Elemente ¢ € P:

ceab = aeccb mnach3.7_-VI
= b€ca mnach37.-V
= c¢€ba mnach3.7_VI

Damit gilt ab = ba.

O

Analog zu Comer [3],bei dem die color schemes Multigruppen stiften, und
zur Vorlesung zur geometrischen Relationenalgebra [2], wo die affinen Relative
symmetrische Multigruppen stiften,die zuséatzlich

/\ aa C {O,a}
acP

erfiillen, k”nnen auch die graphischen Relative symmetrische Multigruppen stif-
ten.

Satz 3.8 Jedes graphische Relativ (P, R) definiert gemiz (R, -, O) mit

R x R = PotR\{0}
T a b ab:={ceR|cCaob}

eine symmetrische Multigruppe.Dabei bezeichne O die Gleichheitsrelation.

Beweis zu 3.8: Es seien Relationen a,b € R beliebig gegeben.Es k”nnen Punkte
A, B € P gewihlt werden mit AB = a.Wegen der Linkstotalitéit aller Relationen
kann auzerdem ein Punkt C' € P gewéhlt werden mit BC' = b.Damit gibt es
eine Relation ¢ = AC € R mit

c=AC CABoBC =aob

Damit gilt ¢ € ab.
Damit gilt fiir alle Relationen a,b € R ab # (.

Um zu beweisen,daz (R, -, O) eine symmetrische Multigruppe ist, miissen damit
nur noch die Bedingungen 3.7_ III-3.7_ VI nachgewiesen werden.

3.7_ 111 gilt,da fiir alle Relationen a € R a0 O = a gilt.
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3.7_1V gilt,da das Relationenprodukt assoziativ ist.
zu 3.7_ V und 3.7_ VI: Fiir beliebige Relationen a, b, c € R gilt:

ccab = cCaob
=< \/ ¢=A4AC,a=ABb=BC  nach14
A,B,CeP
=< \/ b=BCCBAoAC=aoc
A,B,CeP
Na=AB C ACoCB=cob

= becacNacch

O

Der Zusammenhang zwischen einem graphischen Relativ und der zu ihm
geh”rigen Multigruppe ist nicht eindeutig. Nicht isomorphe graphische Relative
k”nnen dieselbe Multigruppe besitzen.

Als Beispiel fiir solche zueinander nicht isomorphen Relative, die isomorphe
symmetrische Multigruppen erzeugen, kann die im folgenden definierte Klasse
der Geradeneinteilungen auf einer Grundmenge P betrachtet werden.

Def. 3.9 Es sei eine Klasseneinteilung K auf einer Grundmenge P gegeben, fiir

die |K| > 2 gelte. Dann heize (P, R) mit
R ={0,R1,R2}

/\ AR B <= (A g = (B)k
A#BeP

/\ ARyB:= (A)k # (B)k
A#BeP

eine Geradeneinteilung auf P,falls (P, R) ein graphisches Relativ ist.

Satz 3.9* K sei eine Klasseneinteilung auf einer Grundmenge P und es gelte
|K| > 2. Dann ist das nach 3.9 gebildete (P, R) genau dann eine Geradenein-
teilung auf P,wenn gilt:

N A kl=2v A\ [(A)k|>2
Aep Aep

Es k”’nnen dabei vier verschiedene Klassen von Geradeneinteilungen gebildet
werden,die jeweils unterschiedliche Multigruppen besitzen.

K| =2 K| > 2
[ Ri| Rs [Ri]| Ra
/\ (A k| =2 Ri| O | Ra R.i || O R2
A€eP RQ RQ O, R1 Rg RQ O, Rl, RQ
| R | Rs L R | R
/\ (Axl>2 RI[JORI| Ro Ri || O, Ry Ra
AeP RQ RQ 07 Rl RQ RQ O, R1, RQ
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Beweis zu 3.9% : Es sei K eine Klasseneinteilung auf einer Grundmenge P.
(P, R) sei nach 3.9 definiert.

Wiirde dann fiir ein A € P |(A) k| = 1 und damit (A)x = {A} gelten, so miizte
fiir alle B € P mit B # A gelten:

B¢ (A)k (A B)¢ R

Damit ware Rq nicht linkstotal.
(P, R) kann in diesem Fall kein graphisches Relativ sein.
Ist (P,R) ein graphisches Relativ,so muz also jedenfalls gelten:

/\ [(A) k| > 2
AeP
Gilt das,so sieht man leicht,daz Ry # () und wegen |K| > 1 auch Rq # 0 gilt.

Auzerdem sind die Relationen R; und Ro symmetrisch und (P, R) erfiillt zu-
mindest 1.2_ IIL

Es seien nun Punkte A, B € P gegeben mit [(A) x| =2 und [(B) x| > 2.
Dann gibt es einen Punkt C' € P mit (A)x = {A,C}.

Auzerdem gibt es Punkte D, E € (B)k so,daz B, D und F paarweise verschieden
sind.

Es gilt also Ry = BD = BE = DE.
Wiirde 1.2_ IV gelten,so miizte damit Ry = DE C DB o BE =R o R gelten.
Betrachte nun (A)g = {A,C}. Es gilt AR, C.

Damit miizte gelten:

AR oR,C = \/ AR{FAFR,C
FePp

- V FeMkNF+#AF+C

Das ist ein Widerspruch.

(P, R) kann damit nur dann ein graphisches Relativ sein, wenn gilt:

A Akl =2v A\ [(A)x|>2

AeP AeP

Um zu zeigen,daz (P,R) in diesen Fillen tatséichlich ein graphisches Relativ
ist,muz nur noch 1.2_IV nachgewiesen werden.

Es seien Punkte A, B, C € P beliebig vorgegeben.

Es muz nachgewiesen werden,daz AB C AC o CB gilt.

Diese Gleichung ist trivial,falls A = C oder C' = B gilt.

Es gelte A= B # C.
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Gilt dann C € (A) k,so muz nachgewiesen werden,daz O C R o Ry gilt.

Gilt C ¢ (A) k,s0 muz nachgewiesen werden,daz O C Ry 0 Ro gilt.

Beide Fiille gelten,da man leicht sieht,daz R und R, linkstotal und symmetrisch
sind.

Sind die Punkte A, B und C paarweise verschieden,so miissen die folgenden fiinf
m”glichen Félle untersucht werden:

L (A)k =(B)k =(C)k
IL (A)x = (B)k # (C)k
IL (A)k # (B)k = (C)k
IV. (B)k # (A)k = (C)k
V. (A)k,(B)k und (C)k sind paarweise verschieden.
Zu Fall 3.9_1:
In diesem Fall gilt |(A) x| > 3. Damit muz in diesem Fall /\ [(D)| > 2 gelten.

DeP
Es muz gezeigt werden,daz Ry = AB C AC o CB =R, o Ry gilt.

Es gilt fiir alle Punkte D, E € P:

DR.E > Ee(D)g

- \ E#F#DAE,Fe(D)x wegen |(D)x|>3
FeP

~ V DRiFAFR,E
FeP

Damit gilt Ry C R1 0 R;.

Zu Fall 3.9_1I:

Es muz gezeigt werden,daz Ry = AB C AC o CB = Rs 0 Ry gilt.
Es gilt fiir alle Punkte D, E € P:

DR{E > Ee(D)k

- \V Fé¢Dk Ec (D dal|K|>2gilt
FeP
= DRoFANFRyFE

Damit gilt R; C Ro o Ro.
Zu Fall 3.9_ III:
Es muz gezeigt werden,daz Ro = AB C AC o CB = Ry 0 Ry gilt.
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Es gilt fiir alle Punkte D, E € P:

DRy E = <D>K7E<E>K

- V F#EANFe(B)x# (D) dal(E)k|>2 gilt
FeP
-~ DRyFAFR,E

Damit gilt Ro C RooRy.

Zu Fall 3.9_1V:

Es muz gezeigt werden,daz Ro = AB C AC o CB = R4 o Ry gilt.
Der Beweis ist analog zum Fall 3.9_ III.

Zu Fall 3.9_V:

In diesem Fall muz |K| > 2 gelten.

Es muz gezeigt werden,daz Ro = AB C AC o CB = R 0 Ry gilt.
Es gilt fiir alle Punkte D, E € P:

DRQE - <D>K7£<E>K

=V (F)k # D)k # (E)k # (F)x  da |K| > 2 gelten muz
FreP

= \ DReFAFRLE
FePpP

Damit gilt Ro C R o Ro.

Die vier verschiedenen Multigruppen ergeben sich aus der Untersuchung der
Fille 3.9_1-3.9_ V.

O

Zur leichteren Untersuchung der Zusammenhinge zwischen einem graphi-
schen Relativ und seiner Multigruppe wird im folgenden der Begriff der Multi-
gruppenrelation eingefiihrt. Es wird gezeigt,daz die Klasse der Multigruppenre-
lationen und die Klasse der symmetrischen Multigruppen zueinander synonym
sind.

Um Multigruppenrelationen definieren zu k”nnen, werden zunéchst zwei
Hilfsdefinitionen getroffen.

Def. 3.10 Ein Verkettungsprodukt ¢ zweier mehrstelliger Relationen a,b €
PotP™ auf einer Grundmenge P kann folgendermazen definiert werden:

adb={(A1, -, Api1) €P"T | (A1, Ay) €Ean (Ag, -, Apy1) €}

Bem. 3.10* Das Verkettungprodukt auf zweistelligen Relationen ist das Rela-
tionenprodukt.
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Def. 3.11 FEine n-stellige Relation r C P™ auf einer Grundmenge P heiZe per-
mutationsunabhéngig,wenn r = (r)o fir alle Permutationen o € ¥,, gilt.

Mit Hilfe der Definitionen 3.10 und 3.11 kann nun der Begriff der Multigrup-
penrelation definiert werden:

Def. 3.12 (P,7,0) heize eine Multigruppenrelation,wenn gegeben sind:

I. eine Menge P ={a,b,...} mit O € P.

II. eine dreistellige Relation ¥ C P3 auf P.

und wenn gilt:

oL A\ \/(abo)er

a,beP ceP

V. A\ (Oaber—=a=b
a,beP

V. 7 und 7$T sind permutationsunabhdingig.

Satz 3.13 Die Klasse der symmetrischen Multigruppen und die Klasse der Mul-
tigruppenrelationen k”nnen durch folgende Umkehrungen synonym aufeinander
bezogen werden:

3.13.1 Ist (P,-,0) eine symmetrische Multigruppe,so wird durch (P, 7,O) mit
7:={(a,b,c) € P | c € ab}

eine Multigruppenrelation definiert.

3.13.2 Ist (P,7,0) eine Multigruppenrelation , so wird durch (P,-,O) mit

- P % fP — PO‘D’P\{@}
~.{a b ab:{C€P|<aabaC)ef}

eine symmetrische Multigruppe definiert.

Beweis zu 3.13.1: Es miissen die Bedingungen 3.12_ ITI-3.12_ V nachgewiesen
werden.

3.12_ III gilt,da fiir alle Elemente a,b € P ab # 0 gilt.
Zu 3.12_IV:Es gilt fiir alle Elemente a,b € P:

(O,a,b) €7 = be Oa nach der Definition von 7
= be{a} nach3.7_1II

= b=a



Multigruppen und Multigruppenrelationen 67

Zu 3.12_ V.7 ist permutationsunabhéngig,da fiir alle Elemente a,b,c € P gilt:

(a,b,c) €T > c€ab
= b€&acNa€ch nach 3.7_V und 3.7_ VI
AN ce€baANbecalac€be nach 3.7*
= (a,b,0),(a,c,b),(c, b a)

(b,a,c), (c,a,b),(b,c,a) €T

Damit sind alle sechs m” glichen Permutationen des Tripels (a, b, ¢) € T ebenfalls
Elemente von 7.

Es muz noch die Permutationsunabhéingigkeit von 747 gezeigt werden.

Es seien Elemente a, b, c,d € P beliebig vorgegeben.Dann gilt:

(a,b,c,d) € F$7 > \/(a,b,e),(e,c,d)ef

ecP
= \/ ecabANde€ec
e€P
d € (ab)e = a(bc) nach 3.7_IV
\/ deaf Nfebc
fer
=\ (a.f.d),(bc.f)er
fer
- \/ (a,d, f),(f,b,c) € 7 Permutationen in 7
fer

= (a,d,b,c) € F$T

Wegen der Permutationsunabhéngigkeit von 7 gilt auzerdem:

(a,b,c,d) € F$T = (b,a,c,d), (a,b,d,c) € T$F

Mit diesen drei Vertauschungsregeln lassen sich alle Permutationen des Quadru-
pels (a, b, ¢, d) konstruieren.

Damit ist 7¢ 7 permutationsunabhéingig.

Damit sind die Bedingungen 3.12_ II1-3.12_ V nachgewiesen.
O

Beweis zu 3.13.2: Es gilt nach 3.12_ III fiir beliebige Elemente a,b € P:

\/(a,b,c)Ef» \/cGab»ab;ﬁ@

ceP ceEP

Damit ist “” wohldefiniert.
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Es miissen noch die Bedingungen 3.7_ ITI-3.7_ VI nachgewiesen werden.
Zu 3.7_ IIL:Fiir beliebige Elemente a,b € P gilt:

beaO > (a,0,b) €T
= (0,a,b) € T Permutationsabgeschlossenheit von 7

- a=25b nach 3.12_ IV

Damit gilt aO C {a}.Damit gilt wegen aO # 0 aO = {a}.

Zu 3.7_ 1IV: Es gilt fiir beliebige Elemente a,b,c € P und fiir alle Elemente
deP:

d € (ab)e > \/eEab/\dEec

e€P

- \/ (a,b,e),(e,c,d) €T
ec€P
(a,byc,d) € 747

(b,c,a,d) € 747
\/ (b,c, f),(f,a,d)er

fepP

> \/ (a, f,d), (b,c, f)er

fepP

= \/deafnfebe

fer
= d € a(be)

Damit gilt fiir alle Elemente a,b,c € P (ab)c = a(bc).
Zu 3.7_ V und 3.7_ VL:Fiir alle Elemente a, b, c € P gilt:

ceab > (a,byc)erF

= (a,¢,b),(c,b,a) € 7 Permutationsabgeschlossenheit von 7

= b€acNa€ch

O

Beweis zu 3.13: Ist (P, -, O) eine symmetrische Multigruppe,(P, 7, O) ihre nach
3.13.1 gebildete Multigruppenrelation und (P,-';O) die dazu nach 3.13.2 defi-
nierte symmetrische Multigruppe,so gilt fiir alle Elemente a,b € P:

a'b={ceP|(abc)er}t={ceEP|ceab}=ab

Damit gilt (P,-,0) = (P,-/,0).
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Ist nun (P, 7,0) eine Multigruppenrelation,(P, -, O) die nach 3.13.2 zu ihr ge-
h”rige symmetrische Multigruppe und (P, 7, O) die dazu nach 3.13.1 definierte
Multigruppenrelation,so gilt fiir beliebige Elemente a, b, c € P:

(a,b,c) €7 = c€ab = (a,b,c) €T

Damit gilt (P, 7, O) = (P,7,0).
Damit kehren die Verfahren 3.13.1 und 3.13.2 einander um.

O

Da die symmetrischen Multigruppen und die Multigruppenrelationen zuein-
ander synonym sind,kann nun auch die zu einem graphischen Relativ geh”rige
Multigruppenrelation angegeben werden.

Bem. 3.13* Jedes graphische Relativ (P, R) definiert eine Multigruppenrela-
tion (R,7,0) gemiZz

7:={(a,b,c) ER*|aCboc}

Beweis zu 3.13* : Betrachte die zu einem graphischen Relativ geh”rige sym-
metrische Multigruppe nach 3.8.Die nach 3.13.1 zu ihr geh”rige Multigruppen-
relation (P, 7, O) ist gegeben durch

F = {(byc,a) € R®|acbc}
= {(b,c,a) eR*|aCboc}
= {(a,b,c) eR®|aCboc} T ist permutationsunabhiingig

O

3_1III Vereinfachungen auf graphischen Relativen

Aufler den Unterrdumen kann man auch allgemeinere Strukturen auf einem
affinen Graphen betrachten,die selbst wieder affine Graphen sind.Affine Graphen
k”nnen unter Umstédnden durch das Zusammenfassen mehrer “Richtungen” zu
einer einzigen zu anderen affinen Graphen vereinfacht werden.

Der Graph auf S.83 kann zum Beispiel auf diese Weise aus der affinen Ebene
mit zwei Punkten pro Gerade (siehe S.82) gewonnen werden.

Im folgenden wird anhand der Multigruppenrelation eines graphischen Re-
latives ndher untersucht,unter welchen Bedingungen eine solche Vereinfachung
zu einem gegebenen graphischen Relativ erzeugt werden kann.

Da in diesem Kapitel hdufiger gleichzeitig verschiedene graphische Rela-
tive (P,R),(P,R'),(P,R1)... betrachtet werden,bezeichne im folgenden fiir
alle Punkte A, B € P AB die auf (P,R) eindeutig gegebene Relation mit
A AB B,AB’ die entsprechende Relation auf (P, R'),AB! die entsprechende Re-
lation auf (P, Ry) ...

Def. 3.14 (P,R) und (P,R’) seien zwei graphische Relative auf der gleichen
Grundmenge P.
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Dann heife (P, R’) vereinfacht zu (P, R),wenn R' C R gilt.

H(p,r) bezeichne die Menge aller zu einem graphischen Relativ (P,R) verein-
fachten graphischen Relative.

FEine Relation < auf Hp r) kann folgendermaflen definiert werden:

/\ (P,Rl) < (P,Rg) <= Ry C 7?.,2
(P,Rl),('P,Rz)G”H(fp,R)

Im Lauf des Kapitels wird bewiesen werden, daf (Hp r), <) ein vollstandiger
Verband ist.

Zu jeder Vereinfachung eines graphischen Relatives (P, R) wird zunéchst
eine Klasseneinteilung auf der Menge R der Relationen von (P, R) definiert:

Bem. 3.14* (P, R’) sei ein zu einem graphischen Relativ (P, R) vereinfachtes
graphisches Relativ. Dann kann eine Klasseneinteilung Kg/ g auf der Relatio-
nenmenge R folgendermafen definiert werden:

/\(a}KR,/R ={beR| \/ a,bCa'}

a€ER a’€R’

Beweis zu 3.14* : Es muf gezeigt werden,dafl K.,z eine Klasseneinteilung
ist.

Eine Relation AB € R (A, B € P) sei beliebig vorgegeben.

Betrachte die Relation AB’ € R’ C R auf dem graphischen Relativ (P, R').

Wegen A AB' B und AB' € R gilt AB C AB'. Damit gilt fiir alle Relationen
ABeR:

AB € <AB>KR’/R

Es seien nun Klassen (a) g, (b) N

(0) ks # O beliebig vorgegeben.

Kgi/r S KR’/R (a,b S R) mit <a>KR’/R

Dann gibt es eine Relation ¢ € R,so daf} gilt:

€WKy VO Kps e = \/ a,cCad Ae,bCtf

a’ b ER!

=/ acdAabctAdnb £0
a’ b ER!

= \/ acdAabctAd =V
a’ b ER!

- \/ a,bCa
a’€R/

Damit gilt (@) r, . = (0) ks e -
Damit ist Kr/,r eine Klasseneinteilung auf R.
O

Auf einer so gegebenen Klasseneinteilung Kx//x gilt auflerdem das folgende
Lemma:
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Lemma 3.15 Ist (P,R) ein graphisches Relativ und ist (P, R') € Hip ) ein
zu (P, R) vereinfachtes graphisches Relativ,so gilt fiir alle Punkte A, B € P:
(AB)Kp , ={bER|bC AB'}
und

| Ji4B)k,, . = AB' € R’

Beweis zu 3.15: Es seien Punkte A, B € P beliebig vorgegeben.Dann gilt:

(AB)ky,, ={b€R| \/ b,ABCa'}
a’eR’

Fiir alle Relationen o/ € R’ C R gilt nun aber:
ABCd = Ad B = d = AB’

Damit gilt: (AB)r,, . ={bER|bC AB'}
Damit gilt fiir alle Punkte Ay, B; € P:

AVAB'B;, = AB, C AB' AB' e R
= A1Bie{beR|bcC AB'}
= A1B1 € (AB)ky
= A1B1 C| J(AB)ky n nach 1.9_1I
= A JAB)k,, . B U(AB)kp n €R

Damit gilt auch U<AB>KR’/R = AB'.
O

Als nichstes werden solche Klasseneinteilungen auf Multigruppenrelationen
betrachtet,die selbst wieder Multigruppenrelationen stiften.

Def. 3.16 Ist (P,7,0) eine Multigruppenrelation und ist K € P* eine Klas-
seneinteilung auf P mit

A N\ (abo)er= bk =)k
(0

a€(0) g b,ceP

so heifle K € P* eine Multiklasse auf (P,7,O) .
Gilt sogar (O)x = {0}
so heifle K € P* eine eigentliche Multiklasse auf (P, 7, O).

Die Menge der eigentlichen Multiklassen auf einerMultigruppenrelation (P, 7, 0)
werde mit P bezeichnet.
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Satz 3.16* (P, <) ist ein Teilverband des vollstindigen Verbandes (P", <)
(siehe I11.17).

(Pr, <) ist selbst ein vollstandiger Verband.

Beweis zu 3.16* : () # k’ C PF sei eine Menge eigentlicher Multiklassen auf
der Multigruppenrelation (P, 7, O).

Betrachtet man das Supremum sup &’ von " auf (P*, <),so gilt:

{O)supw = [] (O)x = (1] {0} = {0}

Ker! Ker!

Damit gilt sup s’ € P5.

Betrachtet man das Infimum inf &’ von " auf (P*, <), so gilt fiir jedes Element
acP:

a € (O)int x> \/ <a =agNa, =0A /\ \/ a;_1 € <ai>Ki>

ag...an€P =1 K;er’

Damit gilt a,, = 0 und es gilt fiir alle i =n...1:

a;=0 > <ai>Ki = <0>K1 = {0}
= ai—1 € {(a;)k, = {0}

= a;—1=0

Nach Induktion gilt damit a = ag = O.

Damit gilt a € (O)inrnr = a = O.

Damit gilt (O)intr = {O}.

Es gilt also auch inf x' € P¥.

Damit ist (PF, <) ein Teilverband von (P*, <) und (P, <) ist vollstindig.
O

Satz 3.17 Ist (P,7,0) eine Multigruppenrelation und ist K € P eine Multi-
klasse auf P, so wird durch (K,7k,(O)k) mit

k= {((a)k, W)k, (k) € K| (a,b,c) € T}
ebenfalls eine Multigruppenrelation definiert.

Beweis zu 3.17: Es miissen die Bedingungen 3.12_ I11-3.12_ V nachgewiesen
werden.

Zu 3.12_1II: Es gilt:

A V@boer = A Vo Ok (k) €rx

a,beP ceP a,beP ceP

- /\ \/ (<a>K7 <b>Ka <C>K) S FK

(@) k(D) k€K (c)k €K
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Zu 3.12_ IV:Fiir alle Klassen {a)g, (b)x € K gilt:

Ok, (a)k, (b)k) € TR >~ \/ \/ \/ cd,a )

c'€{0)k a’€(a >Kb' <b)K

- \/ \/ YK siehe 3.16
a’€(a) g b’ €(b)

= (o) = <b>K

Zu 3.12_ V Die Permutationsunabhiingigkeit von 7x und 7x ¢ 7x folgt direkt
aus der Permutationsunabhiingigkeit von 7 und 7¢7.

O

Jetzt k’nnen eigentliche Vereinfachungen auf einer Multigruppenrelation
(P,7,0) definiert werden.

Def. 3.17* Ist (P,7,O) eine Multigruppenrelation und ist K € P" eine Mul-
tiklasse auf P, so heifle die Multigruppenrelation (K, 7k, {O)k) eine Vereinfa-
chung von (P, 7,0).

Ist K eine eigentliche Multiklasse,so werde (K,Tr,(O)k) als eigentliche Ver-
einfachung von (P,7,0) bezeichnet.

Die Menge aller eigentlichen Vereinfachungen von (P,7,0) werde mit Vip 7 o)
bezeichnet.

Bem. 3.17** (V(p 7 0), <) mit

/\ (Kl,FK17<O>K1) < (KQ,FK27<O>K2) = K; < K>
Ki,K2€PkE

ist ein vollstdndiger Verband.

Beweis zu 3.17** : Es ist (PF, <) nach 3.16* ein vollstdndiger Verband und
es gilt (PF,<) ~ (Vip,r0), <) nach der Definition von Vp 70y und von der
Relation < auf V(p 7 0)-
Od

Nun kann eine Bedingung angegeben werden,unter der eine eigentliche Ver-
einfachung einer Multigruppenrelation (P, 7, O) ein graphisches Relativ (P, R’)
erzeugt,falls (P,7,O) von einem graphischen Relativ (P, R) gestiftet werden
kann.

Dabei ist (P, R’) ein vereinfachtes graphisches Relativ zu (P, R).

Def. 3.18 Es seien eine Multigruppenrelation (P, 7, 0) und eine Multiklasse K
auf (P,7,0) gegeben. Ferner gelte fir die Multigruppenrelation (K, 7k, {O)K):

A @ @aenc A VY @i
a,b,ceP a’€(a)k b/ e(b)k c'E(c

Dann heifle (K, 7k, {O) k) eine graphische Vereinfachung von (P, 7, O).

Die Menge aller eigentlichen graphischen Vereinfachungen auf einer Multigrup-
penrelation (P,7,0) werde mit Hp 70y C V(p.r0) bezeichnet.
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Satz 3.18% (H(p 0y, <) ist ein Infimums-Teilbund des vollstindigen Verban-
des (V(p,7,0), <)-

(Hep,r0), <) ist ein vollstindiger Verband.

Beweis zu 3.18* : Es sei eine Menge von eigentlichen Multiklassen &’ C P¥ auf
einer Multigruppenrelation (P, 7, 0) so gegeben,daf gilt:

{(K,7x,(O)k) | K € &'} C Hipr0)

Das Infimum von {(K, 7k, (O)k) | K € &'} auf (V(p 70y, <) ist die Multigrup-
penrelation (inf &', Fing 7, (O)ing x/),wobei inf k" das Infimum von &' auf (PF, <)
bezeichne.

Es muf} gezeigt werden,dafl (inf ', Finf w7, (O)int x) graphisch ist.

Es sei ein Tripel von Klassen aus inf '
(<a>inf ) <b>inf K’y <C>inf n’) S 'Finf K/

mit a,b,c € P beliebig gegeben. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann
dann

(a,b,c) eT

angenommen werden.
Es sei nun ein Element a’ € (a)ins 5 beliebig gegeben.

Dann gibt es eine endliche Reihe a’ = ag,a; ...a, = a in P,so daf gilt:

/\ \/ ai—1 € (@)K,

1=1..n K;ER’

Damit k”nnen zwei Reihen b =b,,...by und ¢ = ¢, ...co mit b;_1 € (b;)x, und
ci—1 € {(¢;)k, fiir alle i = n...1 und mit (ag, bo, cg) € 7 folgendermafien rekursiv
konstruiert werden:

Es gilt (a,b,¢) = (an, by, cpn) € T.

Gibt es fiir ein beliebiges ¢ = n...1 Elemente b;,¢; € P, fiir die (a;,b;,¢;) € 7
gilt,so gilt nach der Definition von 7;:

((ai) i, (bi) ki (ci) k) € Tk,

Da die Multigruppenrelation (K;,7x,,(O)k,) € Hp,r0) graphisch ist, gibt es
damit zu dem gegebenen Element a;_1 € (a;)k, Elemente b;_; € (b;)k, und
ci—1 € {¢i) K, 80 daB gilt:

(@i—1,bi—1,¢ci—1) €T

Damit k”nnen zwei Reihen b = b, ...by und ¢ = ¢, ...cop mit (ag, by, cy) € 7 s0
gebildet werden,daf} gilt:

N\ bic1 € (i), Acia € (ei)x,

i=1...n
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Nach der Infimumsbildung aus 3.16* gilt dann by € (b)int x> und ¢o € (C)ing w’ -
Damit ist (inf &', Finf w7, (O)inf ») graphisch.
Damit gibt es zu allen Teilmengen von Hp 7 o) ein Infimum in (Hp 70y, <).

Da man leicht sieht,dafl die Multigruppenrelation (K, 7k, (O)x) mit der Klas-
seneinteilung

K={{a} CP|lacP}

das gr"fte Element von Hp oy ist, ist damit (Hp r0),<) nach II.14 ein
vollstandiger Verband.

O
Vereinfachungen auf graphischen Relativen und graphische Vereinfachungen
auf Multigruppenrelationen k”nnen synonym aufeinander bezogen werden.

Satz 3.19 Ist (P,R) ein graphisches Relativ und ist (R,7,0) die zu ihm ge-
h’rige Multigruppenrelation,so k”nnen Hp r)y und H(r 70y durch die folgenden
Umkehrungen synonym aufeinander bezogen werden:
3.19.1 Zu jedem graphischen Relativ (P, R') € Hp r) wird durch
(KR /Ry TKrs s (O) K ) € Hir 70)
eine eigentliche graphische Vereinfachung zu (R,7,0) definiert.
3.19.2 Zu jeder eigentlichen graphischen Vereinfachung
(Ka TK, <O>K) € H('R,f,O)

von (R,7,0) wird durch (P,R') € Hp gy mit

R={|J blacR}

be(a)k

ein vereinfachtes graphisches Relativ zu (P, R) definiert.

Beweis zu 3.19.1: Nach 3.14* ist K/ /z eine Klasseneinteilung auf R.
Ein Punkt A € P # () sei beliebig gewihlt.Dann gilt:

(OVkps e = (Ad) Ky, . ={DER|bC AA = 0} = {0}

Damit ist (Kr//R, Tk x» (O)Kr/ ) €ine eigentliche Vereinfachung zur Multi-
gruppenrelation (R, 7, O).

Es mufl noch nachgewiesen werden,dal (Kr//r,TK,, ,{(O) ) graphisch

ist.

/737 KR’/R

Es sei ein Tripel von Klassen aus Kr//r

(<a’>K7?_//R’ <b>K7?_l/R7 <C>K72//7?_) € FKR’/R
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beliebig gegeben (a,b,c € R).
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann dann

(a,b,c) €T

angenommen werden.

Nach 3.13* gilt damit a C boec.

Nach 1.4 gibt es damit Punkte A, B,C € P mit AB = a,BC =bund CB = c.
Es werde ein a1 € (AB)k,, , beliebig gewéhlt.

Es gibt Punkte Ay, By € P mit a; = A1 Bj.

Nach 3.15 gilt dann: A1By = ay C | J(AB)k,, . = AB' = A1 AB' B,

AuBerdem gilt AB’ ¢ AC' o CB'.
Damit gilt:

Al AB’ B = A AC' o CB' B,

- \/ Aq AC’ CiNCq CB' By
C1eP

- \/ A,Cy C AC' NC1By Cc CB' AC',CB' e R
CLeP

AuBerdem gilt A AC’ C = AC C AC’. Entsprechend gilt auch BC C BC'.
Damit gilt: 41Cy € (AC) Ky, NC1B1 € (CB) Ky e

Auflerdem gilt A;B; C A1C; o C1By.

Damit gilt (41 B, B1Cy,C14;) € T.

Damit sind mit ¥ := A;C; und ¢’ := C By geeignete b’ € (b)
gefunden mit (a’, b, ') € 7.

Kri o€ € Krs n

(KR//R,FKR,/R, <O>KR//R) ist also graphisch.

Damit ist (Kr//z, TKes jms <O>Kn//n) eine eigentliche graphische Vereinfachung
von (R,7,0).

O

Beweis zu 3.19.2: R’ ist eine Menge nicht leerer symmetrischer Relationen,da
R aus nicht leeren symmetrischen Relationen besteht und alle Klassen einer
Klasseneinteilung K nicht leer sind. Auflerdem gilt:

U o= J b=0ew
be(O)

K bE{O}

Um zu zeigen,dafl (P, R’) ein graphisches Relativ ist, miissen damit nur noch
die Bedingungen 1.2_ IIT und 1.2_ IV nachgewiesen werden.

Zu 1.2_III:Es seien Punkte A, B € P beliebig gew&hlt.
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Dann gilt: (A, B) € AB C | J(AB)k € R’
Damit gibt es eine Relation @’ € R’ mit Ad’ B.

Angenommen, | J{a)k (a € R) sei eine weitere Relation in R’ mit

Al J)k B

Dann gilt:

AlJ@xB = \/ AbB

be(a)k

- \/ AB=b
be(a)k

- AB € <CL>K
(AB)k = (a)k

UiaB)x = Jla)x

Damit gibt es genau eine Relation @’ € R’ mit Ad’ B.

Im folgenden werde diese eindeutig zu A, B gegebene Relation U(AB) K mit

AB' bezeichnet.

Zu 1.2_1V:Es seien Punkte A, B, C € P beliebig vorgegeben.
Dann gilt (AB, AC,CB) € T.

Damit gilt auch ((AB)k, (AC)k,(CB)k) € Tk.

Es seien Punkte Ay, By € P beliebig gewahlt.Dann gilt:

Ay AB' B, = A U<AB>K B1

— \/ Aj a1 By
a1E(AB) K

- \/ ay = A1 By

a1€(AB)k

A1By € <AB>K

Y

Da die vereinfachte Multigruppenrelation (K, 7k, (O)k) graphisch ist, gibt es
damit Relationen by € (AC)k und ¢; € (CB)g mit (A1By,b1,¢1) €T.

Damit gilt AyBy C by ocy.
Damit gibt es einen Punkt C; € P mit by = A;C; und ¢; = C1 By,

Damit gilt weiterhin:

ACi=b € <AC>K - A1C1 C U<AC>K = AC' ~ Ay AC’ 1
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Entspechend gilt auch C; CB’ B;.
Damit gilt fiir beliebige Punkte A;, By € P:

A1 AB'By - \/ A1 AC'CyACLCB' By

CieP
Damit gilt fiir alle Punkte A, B € P AB’ ¢ AC' o CB'.
Damit ist (P, R’) ein graphisches Relativ.

R’ C R gilt,da alle Relationen aus R’ als Vereinigung von Relationen aus R
definiert sind.

Damit ist (P,R’) ein zu (P, R) vereinfachtes graphisches Relativ.
O

Beweis zu 3.19: Es mufl gezeigt werden,dal die Verfahren 3.19.1 und 3.19.2
einander umkehren.

(P,R’) sei ein zu (P, R) vereinfachtes graphisches Relativ.

Dann ist (Kg/ /%, TRt jm> <O>KR//’R) seine nach 3.19.1 definierte eigentliche gra-
phische Vereinfachung auf (R, 7, O).

(P, R") sei das dazu nach 3.19.2 definierte graphische Relativ.

Dann gilt:

R//

{ U blaer}

b€<a>KR//R

={ U vlABeP}
be(AB>K7?,’/R

= {AB'| A,BeP} nach 3.15
= R

Damit gilt (P,R') = (P,R").
(K, 7k, (O) k) sei nun eine eigentliche graphische Vereinfachung von (R, 7, O).
(P,R’) sei das dazu nach 3.19.2 definierte graphische Relativ.

(KR//RJKR,/R, <O>KR,/R) sei die zu (P, R’) nach 3.19.1 definierte eigentliche
graphische Vereinfachung von (R, 7, O).
Dann gilt fiir alle Relationen AB € R (A, B € P):

(AB)Kkpy e = {DER|DC AB'} nach 3.15
= {beR|bc | J(4B)k}
= {beR|{b} C{(AB)k} Kiirzungsregel 1.9_1I

= {beR|be(AB)k}
= <AB>K
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Damit gllt K’R//R =K.

Damit gilt auch (KR’/R7 FKR’/‘R’ <O>KR'/R) = (K, TK, <O>K>
Damit kehren die Verfahren 3.19.1 und 3.19.2 einander um.
O

Nach Satz 3.19 k”nnen die Vereinfachungen zu einem graphischen Relativ
(P,R) aus den graphischen Vereinfachungen der zu (P, R) geh”rigen Multi-
gruppenrelation (R, 7, O) konstruiert werden. Diese graphischen Vereinfachun-
gen wiederum sind in der Definition 3.18 algebraisch definiert.

Damit gibt der Satz 3.19 ein algebraisches Verfahren zur Konstruktion ver-
einfachter graphischer Relative an.

Weiterhin bietet der Satz 3.19 eine teilweise Antwort auf die Frage,wann eine
gegebene Multigruppenrelation (R, 7, O) bis auf Isomorphie von einem graphi-
schen Relativ erzeugt werden kann.

Schliellich kann der Satz 3.19 dazu benutzt werden,zu zeigen,daf fiir jedes
graphische Relativ (P,R) (H(p r), <) ein vollstindiger Verband ist.

Satz 3.19* Ist (P,R) ein graphisches Relativ und ist (R,7,O) die zu ihm
geh”rige Multigruppenrelation,so gilt

(Hpry <) ~ (Hr,70), <)

Beweis zu 3.15: Es seien zwei vereinfachte graphische Relative (P,R;) und
(P,R2) zu einem graphischen Relativ (P, R) beliebig vorgegeben.

Dann gilt fiir alle Punkte A, B € P:

AB' c AB? = | JAB)kp, n © | JAB) Ky,

= (AB)kr, , C(AB) nach 1.9_1II

Kry/r

Damit gilt auf H (g 7 0):

(KRyyRs Ty ymr (O) Kryym) < (KR /Ry TER | o (O) K, )
= /\ <AB>KR1/R - <AB>KR2/R

A,BeP
= /\ AB'cAB?

A,BeP

Gilt nun auf Hp r) (P, R2) < (P, R1),s0 gilt Ra C Ri.
Dann gilt fiir alle Punkte 4, B € P: AB% € R;.
Damit gilt: /\ AB' C AB®.

A,BeP

Es gelte umgekehrt /\ AB' c AB>.
A,BEP
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Fiir alle Punkte C, D € P und fiir beliebige Punkte E, F' € P gilt dann:

ECD?F - CD?=EF? = EF' Cc EF? =CD?

Damit gilt fiir alle Punkte C, D € P CD? € R;.
Damit gilt Re C Ri.

Damit gilt (P, R2) < (P, R1).

Damit gilt

/\ AB' C AB*| % (P,Rs) < (P,R1)
A,BeP
Damit gilt

(KRy o Ty yms (O) Kryym) < (KRy /Ry TER o (O) K, /)
~ (P,RQ) S (P,Rl)

Damit gilt (H(p r), <) =~ (H(r.7,0), <)
Damit ist (H¢p r), <) ein vollsténdiger Verband.
O
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A Beispiele affiner Graphen

Auf den folgenden Seiten wird eine bis auf Isomorphie vollstéindige Liste der
affinen Graphen mit 4-8 Punkten und ihrer zugehorigen Multigruppen zusam-
mengestellt.

Nicht mit aufgelistet wurden die trivialen Graphen,die nur aus einer Geraden
bestehen.

Die affinen Graphen wurden mit dem Computer berechnet,indem im we-
sentlichen alle moglichen Konfigurationen von 4-8 Punkten darauf gepriift wur-
den,ob sie affine Graphen seien.

Einige Anmerkungen zu den einzelnen Graphen sind in der folgenden Liste
zusammengestellt:

S.82 Dieser Graph enspricht der affinen Ebene mit zwei Punkten pro Gerade.
S.83 Dieser Graph entspricht dem zyklischen Graphen der Ordnung 4.
S.84 Dieser Graph entspricht dem zyklischen Graphen der Ordnung 5.
S.85 Dieser Graph entspricht dem zyklischen Graphen der Ordnung 6.

S.86 Dieser Graph ist eine Geradeneinteilung mit 2 Geraden und 3 Punkten
auf jeder Geraden.

S.87 Dieser Graph ist eine Geradeneinteilung mit 3 Geraden mit je 2 Punkten.
S.88 Dieser Graph entspricht dem zyklischen Graphen der Ordnung 7.

S.89 Dieser Graph ist eine Geradeneinteilung mit zwei Geraden und 3 bzw . 4
Punkten pro Gerade.

S.90 Dieser Graph entspricht der dreidimensionalen Geometrie mit 2 Punkten
pro Gerade.

S.97 Dieser Graph ist der zyklische Graph der Ordnung 8.

S.99 Dieser Graph ist eine Geradeneinteilung mit 2 Geraden und 4 Punkten
auf jeder Geraden.

S.100 Dieser Graph ist eine Geradeneinteilung mit 2 Geraden mit 3 bzw . 5
Punkten.

S.101 Dieser Graph ist eine Geradeneinteilung mit 4 Geraden und 2 Punkten
auf jeder Geraden.
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